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ERRATA ET ADDITIONS 


Page 5 , ligae 13 , au Ueù de le.|^rinoipe de relativité, lire théorie 
velle. 

Pages 6 et 7, remplacer les quatre dernières lignes de la page 6 et les quatre 
premières ligues de la’page 7 par ce qui suit : considérons, en effet, deux systèmes 
$ et S^ dans chacun desquels les observateurs ont des horloges identiques 
Prenons Â comme événement origine du temps dans chacun des systtoes^ B se 
produit à Pépoque t du systèmes et à l’époque t' du système S'j la sïmaltâaéitè 
étant absolue, les Indications t et des deux horloges constituent deux évé-^ 
nements simultanés,, non seulement pour les observateurs des systèmes $ et S’, 
mais pour tout observateur j cela signifie que les heures marquées sout les mêmes 
pour tous les observateurs : l’intervalle de temps séparant A. et B est absolu, . 

P-age ’ta vitesse la lumi’èrê devrait va^ièif avec la 

uu dûTefc dh second çu#e qae 

Page T^, Ughe 7, ôTre ^ fetnge Mnléïd.e moire,. *" . ^ , 

Page 17, ligne 17, lire :■ ces vitesses, amsi que les vitesses suivant les dîl?6C*^ 
lions opposées (retour des rayons) étant inégales, etc, 

. Page 18, ligne lo, lire : de manière, que la différence des temps mis par la 
lumière à parcourir les deux bras, aller 6t retour, soit la plus grande possible, 
et pour cela orienter, etc,, 

Page 21, ligne 33, ajouter : rihdêpendance de la vitesse de la lumière et de 
Pétat de mouvement de la source lumineuse est oonlorme k l’expérience, ainsi 
que de Sitter l’a établi par l’observation des étoiles doubles très éloignées. 

l*lqtarlattoe, et^ Um prfhdtpe de 


Page 39, formule tlu 






YJJJ EanATA ET ADDITIONS. 

Page /io, citation de Minkowski, au lieu de disparaître dans Nombre, lire 
disparaître comme des fantômes. 

Page 5 i, ligne 27, lire : 2“ Dans les mêmes conditions, etc. 

Page 52 , ligne 3 , lire : 3 » Avec P. Langevin, etc. 

Page 61, ligne i, au lieu de lire t. 

- Page 65 , ligne 2, et page 66, ligne 5 , au lieu de T, lire Ta. 

Page 73, dernière ligne, lire : un point P. 

Page 74 ) formule (10-7), au lieu de z , lire x . 

Page 61, aux équalions (t-B), ajouter : 

âZ dk _ n 

âz ’ ()x ây ôz 

Page 82, ligne i6, au lieu de champ magnétique, lire induction magnétique. 

Page 86, Remarque •• Lorsque la tigo est en mouvement, le champ éleclroma- 
Rnéli(|uc n’est plus le champ initial. Pour supprimer toute ambiguïté, à partir de 
la atj* ligne, remplacer les X', )?', X' par X',, yi ,; X, Y, Z, L, M, N pai X,, 
Y„ Z„ L|, M„ Ni, et lire la formule finale du n" 34 : 

Z,fc =—P/Mi=— 


B. + — 

âx Oy 


WMi est le flux coupé, etc. 

Page 8B, ligne i 5 , lire : de.s produits des trois composantes A,, A3, A3, etc. 
Page 93, formule (iq-B), au lieu de V', lire Y au dénominateur. 

Page 97, avant-dernière ligne, ajouter (i électromagnétique); et, dans la for- 

. I 

mule de Uplacc, supprimer 



Page 100, ligne a/i, lire O y et O .s. 

Page i 34 , lignes 9 et 10, lire ; doivent, pour être exprimées sous la forme la 
lus générale, contenir implicitement ou oxplieitement les grandeurs, etc. 

Paee i 36 (n“ 67 ). Remarque : Nous avons reproduit, à peu de chose près, le 
ïisonnement d’iîinstein. (La relativité restreinte et généralisée mise à la portée 

e tout le monde.) Il noussemUloecpcndantquel’observatourimmobileauccntie 

oit trouver «'< it ; ai, en effet, la circonférence est jalonnée par N piquets éqmdis- 
ants, l’observateur trouve évidemment que la circonférence contient toujours le 
némè nombre N d’arcs élémentaires, que le disque soit au repos ou en rotation, 
lais quand le disque tourne, chaque arc élémentaire est devenu plus court pour 
'observateur, celui-ci estime donc que la circonférence s’est raccourcie. 

Page i 4 a, lignes 17 et suivantes, lire : un corps abandonné à lui-mètae dans un 
d,amp de gravitation ne se meut pas d'un mouvement rectiligne et «ni orme 
larce qu’il subit une force appliquée. Il faut dire : un corps abandonné i lm- 
néme se meut toujours suivant la loi d’inertie, la loi d'action stationnaire 


tj'is = 0; 
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ERRATA ET AOÜITIONS. ' 

1 • nhis celle de Galilée parce qu’il est impossible de tTOuver un 

?;sTèr'qursoit gaUléea dans toute l’étendue de l’Univers, parce que les lignes 

d’Ünivers naturelles, etc. 

Page . 4 q, ligne 27, Urt : la déformation de l’Espace-Temps i, partir de la torn.e 
euclidienne, etc. 

Pose .44. dans la seconde des formules «u lieu 

are ®,cüs!W, et, dans les formules (.3-2 ), lire ; coso,n;.- a;, s,na,:n,) dx,. 

i 1 A S (a . 

Page 167, formule ( 38 -î 3 ), live : | ^ j ( e \ 

Page i 84 , formule (n*» 4 )î 
Page i 55 , lignes 5 , ü, 7, tire : 

I ft 1 O. ^ 

= — r ^ /j/K fixl \ ()x^ Ox,. Oxa ) 


1 




ox, dx^ \ 

V dx, 

dx^ 

üx^ / 

d» , 


dg„g 

î\ 

1 

(Jx^ dXf, 

\da!„ 

dx^. 

ox^ / 


(Og,f 

àg,f 


OX^ 

\d«ç 

ûx. 

/ J 


Page i«8, équation (i 5 -i 4 ), tire : 

t cr S ds ds 


p^ge 2 o 3, ligne 33 , lire : ^ ^ 

Page 207, à la f*n du n- 85 , ajouter : fl est à noter que si les forces j j 

sont les forces principales dans un cl.amp de gravitation permanent et «« 
données presque galiléennes, il peut en être autrement pour un champ de force 
purement géométrique dans un univers euclidien. Ainsi, dans un sys ci 

rotation ( n- CO), les \ j sont nuis; si oic est la vitesse angulaire, les forces sont 
déterminées par 

ü> (force de Coriolis), 

|44|__^^ia7„ —(force centrifuge). 

Page 208, ligne 19, Ur^ • ^4 J" 

1 d’ 

Page 216, avant-dernière ligne, lire : ~ alo... 

Page 220, ligne 19, au lieu de c«, lire : 








LE 


PRINCIPE DE RELATIVITÉ 

ET LA 

THÉORIE DE LA RRAYITATION 


INÏR,ODUCTION. 


Une théorie nouvelle a révolutionné les notions fondamentales 
sur lesquelles reposaient la mécanique et la physique. Albert 
Einstein, ayant eu l’audace d’abandonner les idées basées sur les 
apparences les plus familières, a développé cette théorie, avec 
une saisissante continuité de pensée, en deux grandes étapes : celle 
de la relativité restreinte au mouvement non accéléré (ipoS) et 
depuis 1912 celle de la relativité généralisée* S’étant élevé au-dessus 
de Copernic, de Galilée et de Newton, Einstein a découvert la loi 
de la gravitation et a été conduit à uaie impressionnante conception 
de l’Univers. 

Les premiers hommes ont considéré la Terre comme plane; 
pendant longtemps on a pensé que la Terre était le centre du 
Monde; des illusions aussi profondes, mais plus difficiles Ji recon¬ 
naître et à abandonner, régnent encore aujourd’hui : on croit que 
l’espace et le temps sont absolus et indépendants l’un de l’autre, 
on considère le tempes comme universel, l’espace comme formant 
un univers euclidien et infini. 

Cependant, l’espace dans lequel nous mesurons des distances, le. 
temps que nous évaluons à l’aide d’horloges, ne sont ni absolus ni 
indépendants : ils sont unis et forment un Univers à quatre dimen¬ 
sions; seule cette union possède une individualité. La théorie de 
la relativité généralisée nous montrera que l’Espace-Temps n’est 


BECQUlîRIÏL. 


1 




2 


INTRODUCTION. 


pus rc|^i dans sou (‘iiscnnhle [>ar les lois <lc la gooinôlru; (PEindidtî : 
on doil olciidro la iiolion dci courlmro à imilUpli<ïilc ipiadià- 

(liiucuslouuollc, <‘l la (‘.ourhurt^ d/i rUuiv(U‘s si*. înanilV.slt^ par 1(^ 
phéuoinàne d(^ la ^ravilalioa. 

Dans l’Espace-r(nnps cxisli^ la malièrc, (;l. pins jj^cnéralcnnnil, 
réncr|;ic dont la malièrc (‘sl un des asp(M‘ls. 

Il n’y a plus, c.omnn'. mi nuM'aniipni ralioun<‘ll(\ d(‘ massiî inva¬ 
riable caraetèrisanl. une ipianllh'' délcrmimn^ d(^ malièrc; la uoln>u 
de mass(‘ S(! confond avec, (adlc (rcn(‘rj;i(^; la inassi*. d’un corps 
mcs\u*c sou èner^bï lolaict; clic varii* avin; la vll(;ss<‘, (U. (die (‘sl. 
rclaüvc. à l’obscrvaLciir (;ar il n’y a pas d(* vilesse absolue, Loul(^sl<‘s 
vitesses de Irauslalion ctaul relatives. 

La môeauicpuî (dassiijiuî gard(‘. ce.))(mdaul loulc sini imporlaïuu*, 
car, bi(‘u (jiie les aol ions d’espace (*L d(! Uuups sur lescpuOlcs clic 
(‘.St basècï soient incïxac.tcs, les lois anx(jiic,lle.s cll(‘ (urnduit sont 
d’(‘X(a.‘.ll.(‘ulcs approximations, toujours valabb^s dans la prati(pn‘, 
en (général suriisanles (ui aslroiiomi(; (a (‘u physiipie. Touudbis 
certains (u^arls aux lois (dassicfiuîs doiv(mt (Mra* (expliqués, et il (‘st 
n(U‘(‘ssair(‘. de savoir poiiixjuoi (uîs lois ne. sont pas, comme, on le 
croyall, 1 expression <;xaet(ï (bî la réalité. 

On doit répandre aujourd’hui les idées nouvelles. Elles ne con¬ 
duisent pas à une complication de la Science; bien au contraire il 
en résulte une admirable harmonie, une merveilleuse synthèse des 
lois naturelles, par laquelle on ajierçoit pour la première, fois les 
liens qui unissent des piiciiomèues en apfmreuce lndc[)cndants. 

r.e souci de la vérité, la satisfactioxi qu’éproave l’esprit à 
pénétrer plus avant dans la comprébeuslon d(îs pbéuomèacis, com¬ 
pensent lar^cnnmt les cU’orts (pic dcmand(‘ l’élude du jirinc.ipc de 
rclalivilé. La {irirnupah^ dinic.ulté (pi’on rmnuintre vi(ml de la 
réj)u^nauc(i a abandomuîr (hîs i(l(‘(*s accpilscs, et de l’étonnemeut 
où l’on est plongé devant certaines {‘.onséqucuces qui, par leur 
élrangcUq choquent ce qiuî l’on considère comme le bon sens. Il 
faut, en abordant celle élinh;, avoir le courage de renoncer réso¬ 
lument aux idées préconçues. 





PREMIÈRE PARTIE 

LA REI.ATIVITIÎ KESTUEINÏIÎ. 


CHAPITIIE l 

LES NOTIONS ANCIENNES D’ESPACE ET DE TEMPS. 


Nous allons analyser les conceptions sui' lesquelles sont fondées 
la géométrie et la mécanique rationnelle. Cette étude nous con¬ 
duira à l’expérience célèbre par laquelle Miclielson avait pense 
mettre en évidence le mouvement absolu de la Terre; nous ren¬ 
contrerons une discordance complète entre l’cll'ct prévu et le 
résultat expérimental et nous chercherons les causes profondes de 
ce désaccord. 


1. Groupes de transformations de coordonnées. 

Groupe de la géométrie. 

Soit, dans l’espace, un corps immobile par rapport à l’ol)- 
servateur; pour repérer la position de ce corps, nous pouvons 
choisir un système d’axes rectangulaires quelconque, que nous 
supposerons également immobile. Ce système S(a7, z) nous 
permettra d’expiâmer les distances des difi’érents points du corps, 
les angles, la surface, Iç volume. 

Changeons maintenant de système de coordonnéeSf en prenant 
un second système de référence S'(a?', z'). Les formules de 

transformation de coordonnées sont les relations bien connues qui 
expriment les coordonnées nouvelles, z en fonction des 

coordonnées anciennes y, z (et invei'sement); ces relations font 
intervenir six paramètres qui définissent la position relative des 
deux systèmes d’axes S et S'. 
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Avec les coordonnées nouvelles, nous pourrons exprimer, par 
des formules ayant même forme que les précédentes, les distances 
des points du corps, les angles, etc. 

La propriété essentielle de ces formules de transformation de 
coordonnées est qu^elles forment un groupe ( ‘ ), c'est-à-dire que 
si nous effectuons successivement deux transformations de ce 
genre, la première correspondant au passage de S(æ?, y, s) 
à 5^), la seconde au passage de ^ z^) à un troi¬ 

sième système S" (.^*", y", les relations entre les coordon¬ 
nées a?, y, et les coordonnées y\ z[ sont exprimées par des 
formules de même genre correspondant au passage direct du pre¬ 
mier système S au troisième système S". 

L'ensemble de toutes ces transformations de coordonnées, 
correspondant à toutes les valeurs possibles des six paramètres qui 
caractérisent une transformation, jouit donc de cette propriété 
que l’emploi successif d’un nombre quelconque de transformations 
de ce groupe est équivalent à une transformation unique du même 
groupe. 

Groupe de la cinématique. — Considérons maintenant un sys¬ 
tème (a?', 5') en mouvement rectiligne et uniforme par 

rapport au premier système S, avec une vitesse Pour envisager 


Fig. I. 



le cas le plus simple, supposons que les axes des x et des x soient 
confondus et parallèles à la direction de la vitesse, que les axes 


(') P. Lanoevin, Bulletin de la Société de Philosophie^ janvirr 1912. 
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CHAPITRE I. 


LES NOTIONS ANCIENNES D ESPACE ET DE TEMPS. 


des y et des des et des z soient parallèles et que les ori¬ 
gines O' et O coïncident à l’origine du temps t = o. Les formules 
de transformation sont les suivantes : 


(I-O (M 


y 


Ces trois relations définissent une transformation dépendant 
d’un seul paramètre v et toutes les transformations de ce genre 
correspondant à toutes les valeurs de constituent un groupe, car 
deux transformations successives de vitesses ç et équivalent à une 
transformation unique de meme forme, de vitesse 
Ce groupe porte le nom de groupe de Galilée. 

11 était utile d’appeler, dès le début, l’attention sur les groupes 
de transformations, car nous verrons que l -e q^r ^ noipQ ’d Q - relato ilé 
est baséésur le fait que les équations fondamentales de la mécanique 
classique et celles du champ électromagnétique n’admettent pas le 
meme groupe de transformations. 




2. Les invariants fondamentaux de Tancienne conception 
de rUnivers. Le temps et Tespace absolus (^). 

Toutes nos observations, tôutes les sensations par lesquelles 
nous percevons l’Univers font intei'venir à la fois l’espace et le 
temps, car elles sont déterminées, non pas uniquement par des 
positions ou des formes dans l’espace, mais par des événements 
qui se pimduisent à un certain lieu et à une certaine époque. 
Tout événement possède quatre coordonnées : trois coordonnées 
d’espace et une coordonnée de temps. 

' D’autre part, les lois de notre science sont des relations entre 
diverses grandeurs mesurées par l’observateur; pour que ces lois 
correspondent à une réalité objective, il faut qu’elles puissent 
s’exprimer sous une forme indépendante de l’observateur et indé¬ 
pendante du système de coordonnées que celui-là a choisi; c’est 
l’idée qui a guidé Einstein dans tout le développement de’ sa 


(') Le numérotage des formules sera fait de la façon suivante: {n — p) signifie 
la formule du Chapitre p. 

(^) P. Lanoeviv, Bulletin de la Société de Philosophie, janvier 1912; Vévo- 
lation de l’espace et du temps {Soientia^ 19n). 
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théorie. On voit qu’il est tout d’abord essentiel de des 

observations les éléments invariants^ c’est-à-dire ceu^ sont 

indépendants de tout système de référence. 

Le temps absolu* — Dans la conception ancienne, xi postulat 
fondamental est celui qui fait jouer au temps le rôle rl’ n^Vixriant : 
c’est Vhypoilièse dit temps universel et absolu. ChercD oivs quelle 
peut être l’origine de cette notion de temps absolu. 

Imaginons un certain nombre de systèmes de référonoc ou mou¬ 
vement les uns par rapport aux autres; dans chaque sysLomo se 
trouve un observateur, immobile par rapport à son sy'’Stùii\o* 

Deux événements A et B se produisent : pour l’observa Le \.ir d’un 
des systèmes, A est antérieur à B. Pourquoi se croit—on. obligé 
d’admettre que A est nécessairement antérieur à B cl ans tous les 
systèmes? 

Cela tient à ce qu’on suppose implicitement qiuî A a p ti être la 
cause de B, ou tout au moins à ce qu’on admet que l’é vénoxncnt A 
aurait pu influencer l’.évcncment B. Il sei'ait èvidemmoiTt absurde 
de supposer que, pour certains observateurs, l’cflel pttisse être 
antérieur à sa cause : on est donc conduit à penser qne ordre de 
succession de deux événements est Loujoiu's bien détei'mixié, cju’il 
est le meme clans tous les systèmes. 

Demandons-nous maintenant pourquoi on admet que lî ci toujours 
pu être prévenu de A : c’est parce qu’on, suppose la. possibilité 
d’une causalité pouvant se propager instanianémérz. l. Or celle 
possibilité, non seulement est compatible avec la mécai:i.ic£iie ration¬ 
nelle, mais est exigée par la mccanic[ue puisqu’on admet Xix concep¬ 
tion du solide parfait : avec une tige rwgide, on aurait po signaler 
instantanément la production du premier événcineixt a i-i point où 
le second va se produire et influencer ce second évéïieni <'iit. 

La notion de possibilité d’une propagation instanlaiieo entraîne 
celle de simultanéité alxsolue : deux événements siivi ni tanés dans 
im système sont simultanés dans tous les autres. IJ x'ésxiltci de là 
que la durée qui sépare deux événements A et B est lu iixénie pour 
tous les observateurs ; considérons, en eflet, deux sys tèm es S et S' ; 
soient a et (3 deux événements se produisant dans lo système S et 
simultanés avec A et B dans ce système, a' et p' deviic événements 
simultanés avec A et B dans le système S^; la sim ciltunéilé étant 
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absolue, a cl a' sont sinniltancs, ainsi que ^ cl P' ; donc rintervallc 
de temps qui sépare a et ^ dans le système S est égal à l'intervalle 
qui sépare a! et [i' dans S', égal aussi à celui qui sépare A et B. 
C’csL bien le temps absolu. 

Ainsi, les notions de solide parfait, de propagation instantanée, 
de simiiltanéllé absolue, de durée absolue sbiiiisscnl et s^adaplent 
coinplcteincnl les unes aux autres. Qidune de ces notions vienne à 
être renversée, tout Téchafaudage s’écroulera. 


L’espace absolu. — La notion d’espace absolu dérive aussi de 
ridée du solide parfait, ou encore de l’invariance de forme des 
(igui’os géométricpies. 

IjU géométrie n’cnvisagc que des événements simullancs, car la 
forme bran objet est rensemble des positions simultanées de 
tous ses points (définition de P. Langevin). Puisqu’on suppose 
que la simultanéité est absolue, une figure géométrique aune forme 
absolue, indépendante de l’état du mouvement du système de réfé¬ 
rence : un corps qxii a la forme d’une sphère pour un observateur 
doit, d’après les idées anciennes, être encore une sphère pour tout 
observateur en mouvement par rapport au premier. 

L’invariant fondamental de l’espace est la distance spaciale de 
simultanés. Soient a?,, j», Si, JKsî ^2 les coor¬ 
données d’espace de ces événements dans un premier système S; 
soient , y \, z \, z[^ les coordonnées des deux mêmes évé¬ 

nements dans nu soconil système La distance^de ces événements 
est donnée par les éc[uaLions 




l'i clans le système S; 

— — dans le système S'. 


Si les Systèmes S et S' sont immobiles l’un par rapport à l’autre, 
l’application des formules de transformation de coordonnées de la 
géométrie montre que b* D’ailleurs c’est cette condition d in¬ 
variance qui définit entièrement le groupe de la géométrie. 

Si S et S' sont en mouvement l’im par rapport à l’autre, l’appli- 
cation des formviles du groupe de Galilée donne encore le 

lemjns s’élimine parce que, la simultanéité était supposée absolue, 
les événements sont simultanés dans les deux systèmes à la fois. 

Ainsi, dans la conception ancienne, la distance spaciale de 
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deux événements est un invariant^ sous la condition tielle 

que ces événements soient simultanés, 

D’autres invariants sont d’ailleurs envisagés en géomtîLrxe : ce 
sont les angles, surfaces, volumes. 

Les équations qui expriment les lois de la géométrie sont les 
mêmes dans tous les systèmes d’axes, car elles ne cbang;cnt j:>as de 
forme par application des formules de transformation coor¬ 

données. 

Cette invariance de forme correspond à une réalité i^clépcn- 
dante de tout système de référence : cette réalité est Vde 
la. géométrie euclidienne.^ Vespace absolu. 

3. Distance dans Pespace de deux événements 
non simultanés. 

Lorsque deux événements ne sont pas simultanés, Imi r (1 i stance 
spaciale n’est plus un invariant : elle est fonction <tn sysl.<!iinc de 
référence. Par exemple : un observateur quitte un ll(iu A. <ln.iïs un 
véhicule qui le transporte dans un lieu B, au bout d’uix temps 
déterininé. Le départ do A et l’arrivée en B sont deux monts. 

Dans un S3^stème lié à la Terre, la distance spaciale cio C'.c',s deux 
événements est la distance AB; dans le système de FoLservateiir, 
c’est-à-dire dans un système d’axes lié à l’observateur, lu distance 
est nulle, puisque les points de ce système où se soxxl passés les 
événements sont en coïncidence. 

La distance de deux événements non simultanés est doïxc rela¬ 
tive an système de référence; évidemment clic cloil avoir une 
valeur absolue dans l’espace absolu, mais l’observatcvii r ixe peut 
pas déterminer la distance absolue parce que, ignorant snxx propre 
mouvement dans l’espace absolu, il ne peut pas tenir cojrnple du 
trajet qu’il a parcouru dans l’espace absolu pendant le temps 
écoulé entre les deux événements. 

La cinématique classique conduit donc à envisager iiixe dissy¬ 
métrie entre les propriétés de l’espace et celles du temps : l’espace 
est absolu pour les événements simultanés, relatif pour clos événe¬ 
ments non simultanés, alors que le temps est loujovtrs suppose 
absolu. L’espace et le temps jouent des rôles diflereixts dans la 
conception ancienne. 
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Nous verrons disparaître celte dissymétrie dans l’Espace-Temps 
de la théorie nouvelle. 

4. La dynamique newtonienne. 

La cinématique est définie par le groupe de Galilée. La dyna¬ 
mique ajoute les notions de masse et de force. 

La masse (coefficient d’inertie) d’une portion de matière est 
a priori çonsidéi'ée comme constante, indépendante des change¬ 
ments d’état que la portion de matière peut subir, indépendante 
de l’état de repos ou de mouvement : c’est un invariant qui a 
meme valeur dans tous les systèmes de référence et qui caracté¬ 
rise une quantité déterminée de matière. 

La force est un vecteur d’espace; ses composantes se comportent 
comme les projections d’une distance sur les axes de coordonnées. 

Ecrivons de nouveau le groupe de Galilée : 

I x'•= X — ( a? = 

z' Z=z Z - ' { Z = z'. 


On a immédiatement 

'di dt dt ^ dt^ dt dt 


Si la vitesse r de O' dans le système S est, non plus parallèle 
i\ Ox^ mais d’orientation quelconque, et a pour compo¬ 
santes 0^, Vz-i on a * * 


dx __ d^ 
dt dt 


dy __ dy 
^ dt 


dz _ dz^ 
dt dt 


c’est le théorème de l’addition des vitesses qui se composent 
géométriquement suivant la règle du parallélogramme. Une 
seconde dérivation donne 


d’^x ^ d^ x' 

IF ~ ~dF' 


(P-y d?y' __ d^z ' . 

~dF ~ ~dF’ ~dF ~ dC^' 


étant la masse d’un point matériel, X, Y, Z; X', Y', Z les 
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composantes de la force F dans les systèmes S et S% ^^cjxiations 
du mouvement s’écrivent 


( 4-0 


d^X -, 


dr X' 
di 


r=x', 


d-y 

m. -T—- — Y, 
dl^ ’ 

V' 


dt 

d'^ 


^ (^y?^tème S), 


m = V 
dV^ 


(ï^ystème SO, 


avecX = X', Y = Z=:Z'. Plus généraleiuenl, si les axes des 

deux systèmes, au lieu d’ètrc parallèles, ont une rela¬ 

tive quelconque, on a encore (4-1), avec 




Les éqnatioiis fondamentales de la dynamique ca/zsen^ent 
donc leur forme quand on passe d^un système cIb réj évence à 
un autre système en mouvement rectiligne et i.t 7 iijol’aine par 
rapport au premier. On peut les résumer par la l'olcttLojx vecto¬ 
rielle,^ indépendante de tout système de coordonrxées 

—-V — 'y- — 

= F, Y claiU le vecteur accéléralioii- 

L’invariance des lois de la mécanique permet d’on donner de; 
énoncés intrinsèques,^ par rintroduction d’éléiuonts h^acloriel 
(vitesse, accélération, force, etc.), tensoriels (moments d’inertie 
déformations élastiques, tensions élastiques, etc.) et scalaire 
(niasse, énergie, etc.), de môme que les invariants clc la géoniétri 
(distances, angles, etc.) permettent d’énoncer les tltéorônies san 
faire intervenir des axes de coordonnées. 


5. Le caractère relatif du mouvement de translation 
uniforme et le caractère absolu de raccéléra.tion. 

Puisque les lois de la mécanique sont les mômes dniis tous L 
systèmes en mouvement de translation uniforme, il est Inrpossibl 
par des expériences mécaniques faites à LintéM'ieiir cVun sy 
tème clos^ de mettre en évidence un mouvement rie t 7 ’*çinslatü 
uniforme de ce système. 

Le mouvement de translation uniforme n’a doixc pas xin cara 
tère absolu; on ne peut parler de translation uniforme cpxe rela 






CIIAPITUK 1. 


LES NOTIONS ANCIENNES O ’ ES PAGE ET DK TEMPS. 


Il 


Vacillent à im corps de référence considéré, par convcnüon, comme 
au repos. 

Ce principe conslllue le principe de relaLivllé de la mécanique 
uc’wlouienue. U est conforme à rexpériehee. 

Par contre, toute accélération a un caraclère absolu et peut être 
mise en évidcneo par des expériences intérieures à un système; 
Pélat d’aecélénuloii d’un système sc manifeste par un champ de 
fonu'. d’inerlie. Eu particulier, il y a rotation absolue, comme le 
prouvent les cllcls de force centrifuge en statique et de force cen- 
trifug<î composée en dynamique : les astres auraient pu être perpé- 
tutdbmicnt masqués jiar un rideau de nuages, on aurait néanmoins 
mesuré la rotation de la Terre par rexpériencc du pendule de 
b’oueauU. 





> ,//9»*H'“» . '*'« ' - ■*' ' 
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Si, par des expériences mécaniques à rinlérieur cVan système 
clos, il esL impossible de révéler un mouvement de translation 
unilornie de ce système, il en est autrement lorsque le système 
n’esl plus clos, lorsque Tobservateur peut se metU'C en relation 
avec un milieu extérieur. 11 devient alors possible de mettre en 
évidence et de mesurer la vitesse par rapport au jnilieu exté¬ 
rieur, 

Px'éciséiiicnt, pour expliquer la propagalion des ()nd('S électro¬ 
magnétiques, les physiciens avalent supposé rex.isUmcc d’un 
milieu doué de propriétés quasi matérielles, Véther* ^ rein plissant 
tout l’espace, et pénétrant la matière. On devait donc espérer, 
par des expériences électromagnétiques ou optiques, révéler un 
mouvement de translation par rapport à l’éther. L’éther s’identi¬ 
fiant en quelque sorte avec l’espace, on a appelé ce mouvement le 
mouvement absolu. 


6. L’expérience de Fizeau « entraînement 
des ondes lumineuses par la matière 

Tout d’abord, une question se pose : l’éther ne scrnit-il pas 
entraîné par la matière en mouvement? s’il en était ainsi, et si 
l’entraînement était total, il serait impossible de déterminer le 
mouvement absolu. 

Fresnel a déduit de l’aberration de la lumière, par ajxplication 
de la théorie mécanique de la lumière, que l’éther devait être 
entraîné partiellement : soient a l’indice de réfraction d’un, corps 
transparent, p la vitesse de ce corps; l’éther doit être entraîné 




CHAPITRE II. 


LA RECHERCHE DU MOUVEMENT ARSOI.U 


i3 


avec une vitesse a : 




de sorte que, si c est la vitesse de la lumière dans l’espace vide de 
matière et c' la vitesse de la lumière, pour une radiation d’indice /?, 
dans le corps en mouvement, on'doit avoir 


(1-2) 


c' = - zb P ( [- 

n \ n- 


la vitesse d’entraînement f s’ajoutant à la vitesse ^ dans 

le corps au repos ou sc retranchant de cette vitesse selon que le 
sens du mouvement du corps est celui de la propagation des ondes 
ou le sens opposé. 

Fizeau a vérifié expérimentalement la formule de Fresnel. 


Fig. 2. 



Une source de lumière est placée en S. Les ondes lumineuses, 
réfléchies par une lame de verre à faces parallèles, sont rendues 
parallèles par un objectif achromatique L. Deux rayons traversent 
les fentes a et a', sont écartés par une bi-lame AA', passent dans 
les tubes AB, A'B', puis sont reçus sur une lentille L' qui les 
concentre en son foyer M; en ce point, un miroir les renvoie 
au point de départ et l’on observe le retour en O. L’un des 
rayons suit le chemin aABMB'A'«'0, l’autre rayon le chemin 
a'A'B'MBActO; en O on observe des franges d’interférence's. 

Si les tubes AB et A'B' sont remplis d’eau et si l’on commu¬ 
nique à l’eau des mouvements de sens opposés, on voit que le 
rayon ABMB'A' traverse les .tubes toujours dans le sens du 
mouvement, alors que l’autre rayon chemine toujours en sens 
contraire du sens du courant d’eau. Les franges ont, dans ces 
conditions, une netteté remarquable, malgré le dé aut omo 
génèité inévitable des milieux traversés (inégalités des tempéra- 


. . -- 
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turcs, des densités, etc.), parce que les deux rayons qui inter¬ 
fèrent ont traversé exactement les memes milieux. 

Soient P la vitesse de Veau, A* le coefficient d’entraînement des 
ondes lumineuses, l la longueur de chaque tube. Le temps 

employé par le rayon k! à parcourir les deux tubes est *——; le 

~ Ap 
n 

temps employé par le l'ayon A est —-La différence des temps 


a pour valeur 


in- Ap 
n n 


OU approximativement, A^p- étant négligeable devant ? 

0 = 

c- 

La différence de phase des deux rayons qui inlcrféi'cnt, c’esl-à-dire 
le déplacement des franges évalué en nomlire d(i franges, est 


I ^ . A(’ 

' /iï — , 

X c 


On constate effectivement un déplacement des franges. Les me¬ 
sures ont bien donilé A = i-^ > c’est-à-dire ?/ = p ( i-V ). 

71 ^ \ / . 

L’expérience de Fizeaii a été considérée comme la preuve de 
l’existence de l’éther et de son entraînement partiel par la matière 
en mouvement. 

Mais H.“A. Lorentz a établi que Vexpérience de Fizeau ne 
permet pas de conclure que i’éther est entraîné, car elle s’explique 
par l’entraînement des électrons qui modifient la vitesse de 
j'iropagation de la lumière. Dans la théorie de Ijorentz, l’éther est 
immobile. 

D’ailleurs, même s’il y avait entraînement de l’éther, le coeffi¬ 
cient d’entraînement par l’air serait négligeable et l’expérience de 
Miclielson, que nous allons décrire, devrait révéler un moiwement 
de translation de la Terre par rapport au milieu qui propage les 
ondes lumineuses. 


GHAPITKE ÏI. — LA RECllERCHE DU MOUVEMENT ABSOLU. 


7. Li’expèrience fondamentale de Michelson. 

La théorie mécanique de la lumière conduit à la conclusion 
que pour les expériences optiques dites du premier ordre^ c’est- 
à-dire pour les ‘observations dont la précision est de l’ordre de 
grandeur du rapport tout se passe dans chaque système de 
référence comme si celui-ci était immobile par rapport à Féther. 

Mais la théorie prévoit.un efTet du second ordre : pour un obser¬ 
vateur eu mouvement par rapport à l’étherj la vitesse apparente de 
la lumière devrait varier avec la direction d’une quantité du second 
ordre. C’est cette variation prévue que Michelsoia a tenté de mettre 
en évidence par une expérience d’une extrême délicatesse. 

Imaginons que d’u‘n point A dans l’éther immobile parte un 
siuiial lumineux instantané. Une seconde plus tard, l’ébranlement 





rormera une surface d’onde sphérique de rayon c ayant pour 
centre le point A. Un observateur parti de A en même temps que 
le signal; dans la direction Oæ: et avec la vitesse (<>, sera à la dis¬ 
tance AB = au' bout d’une seconde; il ne se trouvera donc plus 
au centre de la sphère et, pour lui, la lumière ne se propagera pas 
avec la môme vitesse dans toutes les directions ; la vitesse de la 
lumière, relativement à cet observateur, devra être BD = c--f 
dans la direction de la vitesse (^, BE = c-t-e dans la direction 
opposée et BC = y/^ï::r;^ dans la direction perpendiculaire. L’ob¬ 
servateur devra pouvoir constater et mesurer cet effet. Voici com¬ 
ment Michelson a réalisé l’expérience. 







rincideiice de 45"^ sur une lame de verre A, dont la première face 
est légèrement argentée; cette,lame réfléchit une partie du faisceau 
et laisse passer Fautre partie. Après réflexion normale sur les 
miroirs M^ et Mo, qui sont placés sur deux bras rectangulaires, on 
obtient deux faisceaux qui se superposent suivant la direction OL 
et qui interfèrent; ils sont reçus dans une lunette L. Tout se passe 
comme si le rayon SOM, OL avait parcouru le chemin S O M'O L, 
m' étant Fimage, appelée plan, de référence^ du miroir M, pro¬ 
duite par la lame argentée. 

Une lame Ao sert de compensateur, de manière que chaque 
rayon traverse trois épaisseurs de lame; en faisant tourner Ao, on 
change le chemin optique et l’on déplace lès franges. 

Si M 2 et le plan de référence M' .sont parallèles, on voit, en 
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lumière monocliromaLiqiic et en pointant à Finfinl, des anneaux 
circulaires. 

Si les deux bras de Fappareil ont meme longueur, c’est-a-dire 
si Mo et coïncident, en inclinant légèrement Mo on voit des 


Fig. 5. 



franges rectilignes localisées sur MoM^; ce sont les franges d’égales 
épalsseiu's de la lame d’air comprise entre et M'. En lumière 
blanche, on voit une frange ccntrale^ct, de part et d’autre de la 
frange centrale, quelques franges irisées. 

La Terre est en mouvement dans l’éther; donc, pour l’obser¬ 
vateur entraîné avec elle, la vitesse de la lumière doit dépendre de 
la direction. 

Considérons de nouveau la surface sphérique surlaquelle doit 
se trouver un ébranlement lumineux au bout de l’unité de temps. 
La Terre se trouve en B; par ce point, menons des parallèles aux 



Fig. 6. 



deux bras de Fappareil : BF et BG sont les vitesses de la lumière, 
relativement à l’observateur, suivant les directions des deux bras 
de Finterféromètre ; ces vitesses^étant inégales, la frange centrale 
ne doit pas occuper la position qu’elle aurait si la vitesse était la 
meme suivant les deux bras, et cette frange doit se déplacer quand 
on tourne Fappareil, qui est mobile sur une plate-forme. 

Supposons qu’en faisant tourner Fappareil on n’observe aucun 
déplacement des franges par rapport au réticule de la lunette; si 


BECQUliREî. 
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l’on considère la théorie précédente comme exacte, on doit p(ï 
que B est resté au centre de la sphère, c’est-à-dire qu’a co‘ luoi 
particulier, la Terre est immobile dans l’éther, que su vitiiss 
translation sur son orbite se trouve, par hasard, compensé' cXc 
ment la vitesse du système solaire dans l’éther. Mais alors, six ; 
plus tard, la Terre, ayant sur son oi’bite une vitesse é^ale, 
opposée à celle qu’elle avait la première fois, aura, par rajijx 
l’éther, une vitesse égale au double de sa vitesse de trauslutior 
son orbite, c’est-à-dire une vitesse p = 6okm : sec. Pniir obso 
l’effet, on devra placer l’appareil de manière que la dilïérenci 
vitesses de la lumière dans les directions des deux bras soit lu 
grande possible, c’est-à-dire orienter l’un des bras dans la d 
tion de la translation de la TeiTe sur son orbite : on oliservoi 
franges en les repérant avec le réticule, puis on permutera Jos 

des deux bras en faisant tourner la plate-forme tiTi —; on ( 

alors observer un déplacement des franges par rapport à leur 
tion précédente. Calculons ce déplacement : 

Soit L le trajet optique de la lumière entre Ja face < 
argentée de la lame et chacun des miroirs; si le bra.s OiM 
pai'ollèle au mouvement de la Terre, le temps que met la lin 
à aller au miroir M| et à revenir sur A, est 


Le temps employé pour parcourir le bras OM 2 , aller (‘t re 


/ i 

'c' V 2 


* C C“ 


Si l’on tourne de go"" la plate-forme de l’appareil, les falsi 
permutent leurs rôles; la différence des temps est 


£1 £3 


Pour obtenir, mesuré en nombre de franges, le déplacera 
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des franges de part et d’autre de la position qu’elles occuperaient 
si la Terre était immobile, il suffît de diviser chacune des diffé¬ 
rences iJ — ) par la période x de la lumière employée. 

Le déplacement total dans la rotation - est le double de chacun de 
ces deux déplacements : ’ 

(G-,) ^ 


L’expérience, faite par Mlchelson (1881), a été répétée par 
Mlchclson et Morley (1887), puis par Morlèy et Miller (1904-ï goS) 
dans des conditions d’extrême précision : par des réflexions suc¬ 
cessives, le trajet de la lumière entre la lame et les miroirs avait 
été porté à La vitesse de la Terre par rapport au milieu 

devant, au moins une fois dans le cours de l’année, atteindre ou 
dépasser 3 ü km : sec, le déplacement des franges, avec la lumière 
du sodiuiii, devait à ce moment atteindre ou dépasser ~ de la dis¬ 
tance sé[)arant deux franges consécutives. 

La précision des mesures était environ du centième de frange. 

O/i n^a jamais obtenu aucun déplacement des franges^ à 
aucune époque de Vannée, Tout se passe comme si la Terre était 
immobile. 

Le désaccord entre l’expérience et la théorie est brutal. Nos 
raisonnements sont cependant exacts, si l’on admet les notions 
habitiKïlles d’esjjace et de temps, et les lois ordinaires de la 
mécanique. Ces lois ne sont donc pas valables pour les phéno¬ 
mènes optiques (*); il faut renoncer à toute tentative de fonder 
sur la mécanique classique une théorie des phénomènes optiques 
et électromagnétiques. 

8. La contraction de Fitzgerald-Lorentz. 

Fitzgerald et Lorentz ont, indépendamment l’un de l’autre, 
émis une hypothèse qui rend compte du résultat négatif de l’expé¬ 
rience de Michelson. 


(^) D’autres expériences, dans le domaine de rélecLromagnétisme, destinées à 
révéler le mouvement absolu, ont également conduit à des résultats complète¬ 
ment négatifs. 
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Cette expérience nous apprend que la lumière uicl le 
temps à parcourir (aller et retour) les deux Ijras de 1 apj 
quelle que soit Forientation. Pour égaliser rigoiircusenun 
temps tt (2-2) et (3-2), il suffit de supposer quo J<! 
dirigé dans la direction de la vitesse v s’est contracte, et «j 

longueur est devenue 
suivante ; 


i/' 


Uliypothèsc est d( 


Pour tous les corps^ les dimensions linéaires jxii'ctllèl 
moiL^ement dans Véther subissent un raccoiircisscnirn t^ cL 

V l' / ‘ 

quement a ce moiwement^ dans le rapport w i — — 

dimensions perpendiculaires à la vitesse absolue ne so/ 
altérées. 


Pour une vitesse de 3 o km : sec, la contraction siîrait lrù»s 
par mètre), mais elle deviendrait considèrabht au 
grandes vitesses, et pour p = c tous les objets scraiinit roc 
deux dimensions. L’observateur ne s’apercevrait jamais <I(î l 
traction, car tous les instruments de mesure la suliiraienl, < 
subirait lui-même. Il serait impossible de niellre eu (‘vidc: 
mouvement absolu. 


9. Le point de vue de Lorentz, 


Lorentz, dans Fhypotlièse de la contraction de lu nml 
cherché à sauvegarder les bases de la mécanique classiqu 
notion de temps absolu dont elle dérive, La contraction s(;r 
contraction réelle produite par le mouvement absolu dans ] 
elle serait la même pour toute matière. 

Eaectivement, MM. Morley et Miller ont constaté (]iuï 
remplace la dalle en pierre, slir laquelle était fixé PappaU' 

une dalle en bois, le résultat de l’expérience inUîrfércnlb 
toujours négatif. 

Mais comment admettre que la contraction, si elle est 
soit la même pour tous les corps, c’est-à-dire soit indépend 
la substance, quelle que soit la rigidité de celle-ci? se prod 


^ ■ 
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aussi pour les ^az, et. alors où esL la llmiUi euLre un gaz raréfié et 
r('Spa(U‘. vi(!('.? 

Ksl“il possihh' <ra{lineU.r(î cpie la eonlracl.ion soit une propriété 
(1(‘ la luatièiT*? lra(luiraü-ell(^ j)as plutôt une jiropriété métricjue 
(le Tespatai dans lecpud nous apjiaraît la inatiéni? La tlunirie d^Klns- 
t<‘iii nous doiuuu'a la (‘épouse (voir j)las loin n“ 22). 

10. Le point de vue d'Einstein. Principe de relativité. 

Pour éviu*r l(*s (lij’luuiltés (jui l'ésiiltiuit (i(î l'hypotlièse do I jorenlz 
(du moins sons la formi» qui préc'édc), pour rendre eompU^., d’une 
la(;ou généraU^, d(‘ riusue.eés d(‘ toutes les expérii^nces électroiua- 
guéli(pi(‘s ou opti(pies par fi'sqindles ou a (dierché à révéler le 
mouve.nuuit absolu, pour (îX|)rlmer les faits tle la façon la plus 
simpl(‘, Einsl<u‘u a énoneé les ])riucipes suivants : 

Lrs fois f/es /}he/)()rnrnes pliysitiues sont les mhaes dans 
loas Les systènies en translation uniforme les uns par rapport 
aux autres. 

Ce princl|)e constitue rextenslon aux phénomènes électromagné¬ 
tiques et optiques du principe de relativité de la mécanique (n" 5 ). 

Polir tous les systèmes en mouvement de irnnslation uni¬ 
forme (c\*st->à-f/ire dans lesquels ne règne aitcnn eJnitnp de 
force (tinertie),, la. vitesse, de fa lumière est la même dans 
toutes les directions ; cette vitesse ne dépend pas de Vétat de 
moucetneni de la source lumineuse, 

Le mouvement de lu Terre sur son orbite peut être considéré, 
pendant la courue durées d’une expérience, comme rectiligne et 
uniforme. Deux systèmes de référence liés ù la Terre à deux 
époques de sçn mouvement annuel constituent deux systèmes en 
Iranslutlon uniforme, l\m par rapport à l’autre. A toute époque 
d(‘ ranuée, pour l’observateur entraîné avec la Terre, la vitesse de 
la lumiènî est la nu'^me dans toutes les directions, et, par suite, les 
frang(‘s d’inte-rférenec gardent une position invariable quand on 
fait tourner la [)Iat(j-formc de l’appareil de Michelson. 
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11. Formules de Lorentz. 


Le résultat négatif de Michelson, l’échec de louLCsS les 
riences tentées pour révéler le mouvement absolu de la 
tiennent à des causes profondes qui avaient passé inaperçiu*. 


les débuts de la théorie électromagnétique. 

Si Ton ehectue, dans les équations fondamentales (lu 
électromagnétique (équations de Maxwell, la transierinaLi 
groupe de Galilée : 


(i~3) 


z'= Z, 


( 2 - 3 ) 



ces équations ne conservent pas leur forme. 

En d’autres termes, en ce qui concerne les Lrans/ornia t\ 
coordonnées d^espace et de temps^ les équations de AI 
réadmettent pas le groupe de transformations de l<( 
nique. 

C’est là un fait fondamentaL 

Mais les équations de Max\vell admettent un autres gro 
transformations que Lorentz a eu le grand mérite (h» décuu 

Pour,le moment, nous nous bornerons à indiqu(;r 1 (î r 
Considérons, comme au 1 , un système S 'v 
vement rectiligne et uniforme par rapport au syslènui S ( 
avec une vitesse p. O'a?, 0 ^ sont en coïncidence et para lié 
Oy et Oy, Oz et O'z' sont parallèles; la coïncidence clos < 
O et O' des coordonnées constitue un événement pris pout; 
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des temps, c’est-à-dire à partir duquel on compte le temps dans 
chacun des systèmes. 

Désignons toujours par c la vitesse de la lumière et posons : 



(abréviation à retenir car elle sera employée dans toute la suite). 
Le groupe de Lorentz est le suivant : 



Si les lois de Félectromagnélisme sont exactes dans le sys¬ 
tème S, elles ne peuvent être exactes dans S' que si les nouvelles 
coordonnées d’espace et de temps t") sont liées aux coor¬ 

données (a?,/, du système S parles équations de Lorentz 
( 3 - 3 ; 4 - 3 ). 

Ces équations forment un groupe^ car on reconnaît facilement 
que deux transformations successives de vitesses 9 et 9 équivalent 
à une transformation unique de même forme, à condition que la 
vitesse v" correspondant à cette transformation unique soit liée 
aux vitesses e et 9 ^ par la relation 


( >-3 ; 


P 



Ce n’est plus l’addition des vitesses, comme en mécanique clas¬ 
sique. Nous reviendrons bientôt sur cette loi de composition des 
vitesses. 

Le passage de èi po se faisant en remplaçant 9 par — e, on 
voit que la vitesse du système S par rapport au système S' est — p. 

Nous établirons plus tard les substitutions qu’on doit faire pour 
les grandeurs électriques et magnétiques; pour l’instant, il n’est 
question que des transformations de longueurs et de temps. 

11 est essentiel de remarquer que les équations de Maxwell 
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impliquent que toutes les perturbations électrornapnelujdGs se 
propagent dans le vide a^>ec la même vitesse c dans toalas' les 
directions et que cette vitesse reste La même dans la suhsôi 
tion définie par le groupe de Lorentz, 


12. Le temps local de Lorentz. 

La différence entre le groupe de Lorentz et celui de (jaliloo osl 
pi'ofonde. Au lien du temps t du système S, il faut, si les t'tpuxLioiis 
du champ électromagnétique doivent conserver leur foriiu^ (Uxiis le 
système S', introduire dans ce système un temps tf (oacLion 
non seulement de la vitesse mais du lieu repéré dans le sy's- 
tème S(xyz)^ puisque’ le temps é dépend de IhihscLsse de oc 
lieu. Le temps é a été appelé par Lorentz temps local. 

Lorentz, qui avait obtenu ces formules (^au facteur a [iros, car 

il avait négligé en cherchant les conditions d’invariaiuîc des 

lois du cliamp électromagnétique, n’avaii pas aUril)u<'^ do t'd<i./itr 
physique au temps local. L’expression de é n’avait été <*ousJdéi’ée 
que comme une fiction mathématique. 

Il appartient à Einstein d’avoir établi que le temps é osL le 
temps physique du système S', c’est-à-dire le temps que marrjlient 
des horloges identiques à celles qui, dans le système S, mes tirent 
le temps i:, mais animées de la vitesse o par rapport à S. 




CHAPITRE IV. 

L’INVARIANCE DE LA VIÏESvSE DE LA LUMIÈRE. 


13. La notion de temps. Définition de la simultanéité (^). 

Einsloiii a analysé' d’une manière remarquable la notion de 
temps; cette analyse a été le début de sa théorie. 

Pour décrire le mouvement .d’un point, on donne les valeurs de 
ses coordonnées d’espace en fonction d’une quatrième variable, le 
temps. Pour que les relations mathématiques aient un sens phy¬ 
sique, il faut avoir une idée claire de ce qu’on nomme le temps. 

Nous devons d’abord remarquer que, dans toutes les circons¬ 
tances où le temps joue un rôle, il s’agit toujours d’événements 
sinndtanés. Quand nous disons : le train part à 8 heures, cela 
signifie : l’indication 8*' des aiguilles de l’horloge et le départ du 
train sont deux événements simultanés. On pourrait croire que 
toutes les difficultés inhérentes à la définition du temps dispa¬ 
raissent en remplaçant « le temps » par « la position des aiguilles 
de l’horloge ». Cette définition convient pour le lieu où se trouve 
l’horloge, parce que, en ce lieu, la simultanéité d’un événement et 
d’une position particulière des aiguilles de l’horloge est parfai¬ 
tement définie; mais on ne peut pas coordonner ainsi des événe¬ 
ments qui se passent en des lieux éloignés de l’horloge. 

On pourrait s’imaginer que, pour situer dans le temps un évé¬ 
nement se produisant en un lieu éloigné, il suffirait de repérer 
l’heure marquée par l’horloge à l’arrivée d’un signal électromagné¬ 
tique (ou lumineux) parti du point où s’est produit l’événement 
et simultané avec cet événement en ce point. Mais on n’arriverait 
ainsi à aucune définition acceptable, car une pareille coordination 
des événements dépendrait, dans un môme système, du lieu d’ob¬ 
servation. 


(1) D’après Einstein, Ann. d. Physiky t. 17, iqoS. 
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Voici ce qu’on doit faire. Considérons un système S. Au Jioinl A 
se trouvent un observateur et une horloge immobiles - 1 ^^l>serva- 
teur A peut situer dans le temps tous les événements qui sc pro¬ 
duisent dans son voisinage immédiat. En un auti'C point se 
trouvent aussi un observateur et une horloge identique a t tioi'ioge 
du point A; cet observateur B peut, de son côté, coordouucii' tous 
les événements qui se produisent autour de lui. Il s agU. uiuiiite- 
nant de coordonner les événements qui se passent en A avec ceux 
qui se passent en B, car, jusqu’à présent, nous avons bien un 
temps du point A et un temps du point B, mais nous n’avoris pas 
un temps valable à la fois pour A et pour B. 

Ce temps commun aux lieux A et B sera défini de la façoix sui¬ 
vante : 

Puisque^ dans un même système^ la vitesse de la luniiâ/'e est 
la même dans toutes les directions^ le temps que met la lumière 
à aller de A en B est égal au temps qu’elle met à aller d(î B on A. 

Faisons alors partir de A un signal électromaguéliqiH^ ou lumi¬ 
neux à l’instant t^ (temps marqué par riiorloge du |)oint A,); ce 
signal arrive en B à l’instant (temps marqué par* l’iioid(>du 
point B) et est réfléchi sur un miroir placé eu ce point; il (‘sl. enfin 
de retour au point A à l’instant 4 (temps du point A). 

L’horloge du lieu B est sjmchrone avec celhi du lieu /V, défi¬ 

nition, si l’on a 

4 — h-—l - 

Cette définition du synchronisme ne soulève aucune obj.eolion; 
elle est valable pour tous les points d’un même système. Kix efIcL : 

I® Si l’horloge de B est synchrone avec celle de A, l’horloge 
de A est synchrone avec celle de B ; 

2° Si l’horloge de A est synchrone avec l’horloge de. B et avec 
celle d’un troisième point C, les horloges de B et de i] soixt syn¬ 
chrones entre elles. 

Nous savons donc maintenant ce qu’on appelle horloges syn¬ 
chrones dans un même système : on peut dire encore qxie deux 
horloges identiques placées eh deux points A et B sont syaclironcs 
lorsqu’un signal électromagnélique parti de A à l’époque (niar- 
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quée par Thorloge de A) arrive au point B à une époque (mar¬ 
quée par riiorloge de B), telle que = c, c étant la 

vitesse de la lumière dans l’espace vide de matière (*). 

Nous comprenons ce qu’on doit entendre par simultanéité de 
deux événements qui se produisent en des lieux difïerents A et B. 
L’événement au point A et révénenient E,{ au point B sont 
simultanés lorsque les époques simultanées avec ces événements 
marquées par deux horloges identiques synchrones en A et en B 
sont les memes. 

Vav les dclinitlons du synchronisme et de la simultanéité, nous 
avons une définition précise du temps d’un système, définition 
valable pour tous les points du système. Toutes les horloges du 
système ayant été rendues synchrones les unes avec les autres, le 
temps ou l’époque d’un événement dans le système est l’époque 
simultanée à cet événement marquée par une horloge immobile 
qui se trouve au point où il se produit, et plus généralement par 
toutes les. liorloges immobiles du système, puisqu’elles ont été 
synchronisées. 

Il est essentiel de remarquer que ce procédé de synchronisation 
des horloges, et que la définition du temps d’un système sont basés 
sur la constance de la vitesse de la lumière, quelle que soit la direc¬ 
tion de propagation. 

Tl est impossible de synchroniser deux horloges dans deux sys¬ 
tèmes en mouvement relatif. Nous allons d’ailleurs voir bientôt 
(jue les deux systèmes ont des temps dilFèrenls. 

14. La vitesse de la lumière est une constante universelle. 

Le principe de relativité et le principe de l’invariance de la^vitesrse-* ^ 
c)eJk i-Iumiôt*e d etm s’- t tfi ' ■ 0) ont pour consé¬ 

quence immédiate que la vitesse de (a lumière a la même valeur 
dans tous les systèmes en translation uniforme Les uns oar 
rapport aux autres. 

Considérons deux systèmes S et S' en translation uniforme Tun 


(*) Uu semblable procédé est praLitiuenicriL employé pour la comparaison des 
heures des observatoires cl la détermination des longitudes par la T. S. F. 



par rapport à l’autre et dans lesquels ne règne aucun champ de 
force. Dans chacun de ces systèmes, la vitesse de la lumière a une 
valeur indépendante de la direction : soient c et c' les valeurs de 
cette vitesse dans S et dans S', 

Supposons qu’on ait c; cela voudrait dire : pour un obser¬ 
vateur B du système en mouvement par rapport à S, la vitesse 
de la lumière est plus grande que pour l’observateur A du sys¬ 
tème S, et ce résultat serait indépendant de la direction et du sens 
de la vitesse relative e, car, pour A, toutes les directions de l’es¬ 
pace sont équivalentes. Mais alors, comme m'ien ne distingue le 
système S du sj^stème S', puisque /es lois physiques sont les 
mêmes dans ces deux systèmes (principe de relativité), la même 
conclusion serait valable dans le passage du système S' au sys¬ 
tème S, car, pour l’observateur B, toutes les directions de l’espace 
sont équivalentes. On aurait donc aussi c \ les deux inégalités 
étant contradictoires, on a = c ( * ). 

Il importe de bien préciser la signification de ce résultgl. Nous 
supposons que, dans divers systèmes en translation uniforme, les 
observateurs sont munis des mômes étalons de longueur, c’est-à- 
dire de règles qui, si on les mettait les nues à côté des autres dans 
un des systèmes, auraient la même longueur. Nous supposons 
que les observateurs ont des horloges étalons identiques, c’est- 
à-dire qu’ils mesurent le temps en prenant comme étalon de temps 
la périod e d’un même phénomène, qui ne soit pas déterminé par 
des conditions spéciales à un système particulier : par exemple, 
un pendule ne pourra pas servir d’étalon universel, parce que sa 
période d’oscillation est déterminée par la pesanteur; mais on 
pourra adopter la période d’une radiation émise par un corps et 
prendre pour unité de temps, dans tous les systèmes, un même 
multiple de cette période. 

Dans ces conditions, si divers observateurs en mouvement uni¬ 
forme les uns par rapport aux autres prennent, chacun dans 
son système, une base et mesurent le temps employé par la lumière 
à parcourir cette base — par exemple, par la méthode de Fizeau — 
en divisant le nombre qui mesure la distance par le nombre qui 


(‘) Raisonnement de M. Max Planck, Acht Vorlesungen über theoretische 
Physikj J910, p, i;8. 
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équation foncûonnelle qui moiitx'e que J\ estime fonction linéaire 
et homogène de ses arguments. Nous allons clierclier les coeffi- 
cients de ces relations. 

Ces coefficients ne peuvent évidemment être fonctions que de 
la vitesse ï*elatiYe e. De plus, le principe de relativité exige que les 
formules donnant les ^ z\ V en fonction des t soient 

les mêmes que celles donnant a?, j)', t en fonction des x\y\ z’^ 
dans lesquelles e serait simplement remplace par — r. 

Adoptons la disposillon d’axes précédemment adoptée. Prenons 
comme premier événement l’émission d’un signal lumineux en O 
et O' à roriglnc des temps, c’est-à-dire à l’instant où les axés des 
deux systèmes sont en coïncidence.. 

Au bout du temps pour l’observateur du système S, le signal . 
lumineux a atteint la surface de la sphère du,système S : 

La vitesse de la lumière étant une constante universellej 
pour l’observateur du système S' le signal lumineux est au bout 
du temps sur la sphère du système S' : 

y2 H- y’'^ H- 

Si x^y^z^ t\ x\ y\ z\ d sont les coordonnées d’uii même 
appareil qui reçoit le signal lumineux (second événement), on a 

^2 - 4 - yl — C- i- = A ( - 1 - y2 ^'2 _ ^2 ^'2 ) = o. 

Les lois des phénomènes ne devant pas changer quand on passe 
de S il S', ou réciproquement, on a nécessairement X = i et 

( I -4 ) ^ 372 y ^2 __ Z2 = ^'2 y2 ^'2 __ ^2 ^'2. 

La disposition d’axes que nous avons choisie exige que : 

(2-4) quels que soient y et z, on ait à la fois x'=o 

(3-4) » ^ et )) y=o fit y =z O, 

(4-4 ) y et )) iî' = O et 3 = o. 

Les relations linéaires et homogènes qui donnent les y^y\ z\ d 
en fonction des x^ y, t contiennent i6 coefficients fonctions 
de V dont le nombre se réduit avec la disposition d’axes envisagée, 
car les conditions précédentes montrent que est indépendant 
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de J' et Z ; y indcpendanL de z^ t\ z^ indépendant de x. l. 
De plus^ la relation entre y et y' doit être identique à celle entre 
s et 5', car les directions des axes y et :: sont arbitraires et peuvent 
être permutées. 

Il ne reste que 7 coefficients : 

x' — m X -h lit , 

Z = a 

t' = pœ by dz qt. 

Posons ri==çp(o); la relation entre y et y ne devant pas dé¬ 
pendre du signe de r, on a o (v) = (— r) ; de plus, la réciprocité 

entre S et S' exige que j''=cp( — ? (^0 ?(— e) i et 

a = i. 

On a donc 

( 0 - 4 ) 2' = ;;. 

Diaprés (2-4), pour x = x -= o, par suite 

nw H- n = O 

et Ton a 

(7-4) x'— m{x — r^). 

En remplaçant dans l’identité (i- 4 ) parleurs expres¬ 

sions données par ( 7 - 4 )} (d“ 4 )î ( 5 - 4 )) d vient 

m'^{x — {>t f y- H- — c’^{px H- h y -h dz -h y^ H- — c^t'» 



On en conclut que 

(B-4) ’ 

(9-4) 

(10-4 ) 

(II-4) 

De (io- 4 )) on tire 
(12-4) 


b Z=: d ~ Oj 
/?l2 =: fp c2 -f. f , 

r = — C^pq, 
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et ron en dédnit, en portant cette valeur dans (i i- 4 )? 


m = - en posant 
et 




( 13 - 4 ) et (i 2 - 4 ) donnent ensuite 


Finalement, les formules de transformation sont les suivantes 


a?' = - (^ — ), 




l'- -It -^ 

a \ c^y 


■i (.cr' -4- )^ 

/y ’ 


7 = r ) 


1 /, 
a V 


Ce sont précisément les formules de Lorentz (n^^ 11 )- 


16. La mécanique doit être soumise aux lois 
de Félectromagnétisme. 

Nous avons établi que les deux principes énoncés pux' Einstein . 

Les lois des phénomènes physiques sont les mêmes dans tous 
les systèmes en translation uniforme les uns par rapport aux 
autres ; 

2® Dans un même système, la vitesse de la lumière est Indépen¬ 
dante de la direction et indépendante du mouvement de la source 
de lumière, 

ont pour conséquence : 

ï*" Que la vitesse de la lumière est une constante universelle ; 

2^ Que les transformations des coordonnées d’espace et de 
temps, quand on passe d’un système à un autre, sont les transfor¬ 
mations du groupe de Lorentz; on peut vérifier que ces trans¬ 
formations conservent leur forme aux équations àu champ élec¬ 
tromagnétique. 

Inversement, si l’on cherche, comme l’avait fait Lorentz, les 
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foraulles ilc l.ransformaLÎons qai laissent iavariaales les équations 
de rélcelroinagncLisme, on obtienl les fonmiles ( i()-/}) qui iin- 
pilquenl la conslaiicc de la vitesse de la- lainière^ et la relativité 
d(i temps. Nous siiinmes donc on présence de deux groupes de 
Lransionnalions : 

t" Le groupe de (ialilée, qui seul, laisse liivariaiile la forme des 
lois d(‘ la niécanif[ue classique ; 

Le groupe de fjorentz, qui s(uil laisse invariante la forme des 
lois de l'éiecLromagnélismc. 

Ces deux p;i'oupcs sont inc(:n)ipalibles : 1(‘. premier admet un 
lemj)s ani'a?rsel ; le second irnpliqiui un temps dillérent d’un sys- 
Lcm(‘ à un auli'(‘ (4*’ écpialiuii du gi'oupe de l.orenlz). 

désaccoj’d qui s’esl manifesté entre la tliéoimi mécanique <le 
rexpérience de MieLielson et 1(^ résultat expérimental apparaît 
comme la conséquence*.(run conllil (.*ntr(‘ les lois de la mécaniepKi 
newtonienne et celles de rélectromagnétlsme. 

En (îlïet, d'une part en conservant les notions anciennes d’espace 
et de temps exigées parla mécaniqiuî rationmdlc^, on (Lwail prévoir 
un déplacement des franges dans l’t'xpéricnna* de Mic.lieison. 

D’autre part, on constate que les équations du champ électro¬ 
magnétique ne conservent pas hmr foriiui quand on leur applique 
le groupe de Iransformalions de la mécanique, et qu’elles admettent 
un groupe didércnl ; la découverte d(^ cc^ groiqxi est venu montnn* 
(pu* l(‘s écpialions de Maxwell contenaient implicitemcul l’e/xpll- 
eation de récliec de toutes les tentatives faites pour révéler un 
mouvement absolu, la* résultat de iVllchelson, (',n particiilior, est 
évident : si la vitCvSsc de la lumicni est constante, ainsi que l’exige 
le groiipf^ de Loreniz, his frangiLs doivent gardcu* une position 
invariable. 

Id’expérience est donc d’accord avec, le groupe de Loreniz, qui 
exprime rinvariaiice de forme des écpialions fondamentales de 
l’él(*ctromagnétisme. (iela est d’ailleurs logique* et l’on devait s’y 
allendri^ : l(‘s lois de l’éleetromagiiéLlsine ont été (Hablies dans un 
systéim* d(] référeiua* (pii u’est nullement [irivilégié dans l’Univers; 
elles s’exprinient sous une forme claire et simple, et deviendraient 
eompllcpiées par une transformation différente de celle du groupe 
de Loreniz. Il serait déraisonnable de supposer que ces lois simples 




a 





(*•) Nous verrons plus lard les vérificalious expérimentales. 

(®) Sovis lu réserve de la relativité restreinte, c’est-ii-dire lorsffuc l’on considère 
seulement des systèmes en translation uniforme. 
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sont spéciales à un système de référence lié à la Teri'e : elles doivcnl 
avoir une portée générale, elles doivent être indépendantes du 
système de référence et, d^iilleurs, la preuve de leur invariance 
est le fait qu’elles ne se modüieiit pas dans le cours de Paimée, 
malgré le changement du système de référence, la Terre cliaiigcant 
de direction sur son orbite. 

Mais pourquoi ne pas conserver à la fois les lois de la mécanique 
classique avec le groupe de Galilée, et les lois de rélcctromagné- 
üsme avec le groupe de Lorentz? 

Cela est impossible : adopter le temps absolu de la mécanique, 
c’est renoncer à l’invariance des lois de l’électromagnétisme; 
adopter le temps relatif de l’électromagnétisme, c’est abandonner 
la mécanique newtonienne, car il serait absurde de supposer deux 
temps, l’un absolu, l’autre relatif. 11 y a bien incompaiibiliié 
radicale. 

Il faut choisir, et l’hésitation n’est pas possible, car le choix est 
imposé par l’expérience. Les lois de l’électrouiagnétlsme sont trop 
bien vérifiées pour qu’on puisse songera les abandonner (‘). (pliant 
aux lois de la mécanique, nous n’avons vrainienl aucune raison de 
les considérer comme exactes ; elles paraissent valables dans les 
[>hénomènes ordinaires, trop grossiers pour qu’une discordance 
apparaisse; mais, dès qu’il s’agit de phénomènes comporlanl une 
vérification d’une haute précision, le désaccord se révèle (expé¬ 
rience de Michelson). 

Il faut donc renoncer à considérer les lois de la mécanique ra- 
lionnelle comme des lois rigoureuses, et il faut soumettre la méca¬ 
nique aux lois de rélectromagnétisme, en appliquant à tous les 
phénomènes les formules de transformation d’espace et de temps 
exprimées par le groupe de Lorentz (-). Les lois classiques de¬ 
viennent alors des approximations, d’ailleurs excellentes dans la 
plupart des cas; on remarque, en cOèt, que si Von fait, c^co 
([ans tes érjaaLions de Lorentz^ on retrouve le groupe de 
Galilée, 

On peut se servir de la mécanique classique tant que le carr<‘ d(i 


ciiAiMTur: IV. 


35 


— ï/iNVARlANOK DE LA VITESSE J)E LA LUMIKUE. 

la vitesse des corps (vitesse par i'ap])ort à robservateur') jieut être 
négligé vis-à-\is du carri'î di; la vitesse de la lunuère. 

On voit par là ([u<^ le désaccord entre la mécanique classique et 
rélcctromagnélisme n’i'.st (ju’iin aspect du eonllil profond qui a 
doiuiné la [)livsi(pi(î jusqu'à Téfioque actuelle, le coiillil entre la 
Lhéorie des actions à distance instantanées admise en mécanique 
céleste juseprà la découverte de la loi de la gravitation d’Einstein, 
et la théorie de Vaction de proche en proche avec vitesse Jinie^ 
à laquelle Maxwell a donné son plein dé\elo]qmiuent grâce à Pin^ 
troductioii du courant de déplacement. 

Les équations de Alaæa^ell entraînent la négation du temps 
absolu; impliquant la notion de tmnps relatif, ces équations inter¬ 
disent la possil)ilité d’une relation de cause à cllet, quelle ([u’elle 
soit, pouvant sc propager avec un(‘ vitesse inlînie. 

En résumé, nous affirmons qiu‘ « la seule cinématique ayant 
un sens expérimental et aussi gréice à laquelle les lois de la 
Physique prennent une forme simple^ indépendante du sys¬ 
tème de référence^ est la cinéniatique du groupe de Lorentz » 
( Lange vin) ('). 


(*) Baltcdn de ta Société des hUeclricieiis^ n® 81, décoiubro ojif). 



CHAPITRE Y. 


RELATIVITÉ DE L’ESPACE ET DU TEAIPS (i). 


17. L^espace et le temps relatifs. 

Dans le groupe de l.orenlz, le temps iiesl plus un invariaiiL; on 
voit alors disparaître la dlssjuiétrie qui, dans le groupe de Galilé(i, 
existait entre Tespaco et le temps (n” 3). 

Soient .Ci?,, .s,, ^'2^ G It’s coordonnées de deux 

événements dans un premier système de référence S ; x\^ j '\, g ^ ; 

^O, coordonnées dos memes événements dans un 

second système S' animé d’une vitesse o par rapport au premier. 
Adoptons la disposition d’axes précédemment indiquée (n^ 1 ) et 
prenons pour origine des temps l’instant où les deux systèmes 
d’axes sont en coïncidence. 

Dans la cinématicpie 'ancienne, la. dislanee spaciale des deux 
événements est relative, puisque x\ — x\ dépend de e : 

ip; —(5^*1 ——p(/i—/s), 

mais l’intervalle de temps séparant ces événements est indé[)cn- 
dant du système de référence 

puisque le tem])s est supposé absolu. 

Dans la cinématique nouvelle, Fintervalle de temps (/' — G) est 
fonction de e., tout comme l’intervalle d’espace. Aj^pliquons, en 


(') A. iCiN^sTiiiN, Ami. cl. Phyfiik, l. 17, ioo.k — P. Lanuhvin, IJévoliition de 
Vei>pCLce el cia temps {Scientia, 1911). 




CIIAPITUK V. 


RELATJVITIi DE D liSl'ACE ET DE TEMPS- 


ellet, les formules de l.orenlz 

1 j:'\ — ~ {.Vi — a:.) — ^ P ( ^ 

([-5) ' '' 

OU encore, en remplaçant, le temps t par le trajet que la lumière 
peut parcourir pendant ce temps c’est-à-dire en prenant pour 
variables a — ct^ = ct\ 

( 1 IP 

• V ~ x', — “(^1— ^- 2 ) ~ ‘ 


I ii\ — a'., = ^ (^^i— W2) ■ 


ï ^ / 

- -(^vi- 
OL C 


La symétrie de ces deux relations est remarquable. 

Il résulte immédiatement de rexpression de l \—( * “ *"0 ^1^^^ 
la simultanéité de deux événements est relative. Lorsque deux 
é\>énements sont sûnul/anés dans an système (Ai— Ao=:o), ils 
ne sont sunultanés dans aucun autre système en mouyement 
par rapport au premier (//, — à moins qidils 7ie coin-- 

aident à la fois dans espace et dans le temps (æt, — ^^2 = 0, 
/, — ^^=0; x\ — ^2 — ^1 — t[, = o). Dans ce dernier cas, on 

dit qu’ils sont en coïncidence absolue. Cette coïncidence com¬ 
plète a un sens absolu, ce qu’on comprend aisément, car il peut 
enVésulter un effet sur lequel tous les observateurs sci'ont néces¬ 
sairement d’accord (par exemple, rupture de deux objets par choc 
mutuel). 

La relativité complète de l’espace que perçoit chaque olrserva- 
teur entraîne la suppression de la notion de système fixe et de 
mouvement al^solu. L’éther, du moins celui de la théorie de 
Fresnel, doué de propriétés élastiques et mécaniques, doit être 
supprimé : nous verrons, dans la relativité généralisée, par quelle 
conception l’ancien éther peut être remplacé. 


18. Loi de composition des vitesses. 

Un mobile est animé d’une vitesse d mesurée par un obserm- 
leur du système S' : 





df' 
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Quelle est la vitesse r'" de ce mobile pour au observateur du sys¬ 
tème 

« Nous adoptons loiijonrs la mémo flis|)OsiLjon d’axes; e osl la 
vitesse (parallèle à 0.r cl à 0\t') dn sjslènu* S' par rapjiorl au 
SYS le me S. 

Dans la cinématique du li^roupe dt^ Galilée, la réponse c^st immé¬ 
diate (n" i) ; 011 a 

«’l- = t’r - = ^’c/- 

La clnémalique du groupe de Lorenlz conduit à une loi bien 
diflereiite (déjà mentionnée au n'^ :M V Difrérentions les équations 
de Lorenu : 

der ~ ( dx' -h P dt' ), dy = d\\ dz = dz\ ^// == - ( dl' -î- dx'\. 

Il suffit de diviser les trois [iremièrcs équations [)ar la dernière 
pour avoir le résultat : 


(3-3) 


Tl ~ 

J H— i- 
c- 


! y - dt 


{’ 


.1' 


1 H- 




dz 

di 


] -4” 


En particulier, si v est parallèle à e, on a 


(4-5) 


rr 


Ainsi, deux vitesses mesurées du/is des systèmes di//ere/its ne 
se composent pas suivant la règle du parallélogramme, mais il 
importe de remarquer que deux vitess(*s mesurées dans le mènu^ 
système se composent toujours suivanl la règle liabiluclie. 

On voit, par réqualion (4 - o), que la vitesse e" est toujours 
au plus égale à c, et elle n’altcinl c que si rune au moins des 
vitesses e ou v' est égale à e. Un mobi)(‘, par accroissements suc¬ 
cessifs de vitesse à j)artir de sa \ iless(î jirimilivemenl acquisi*, 
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u’allciiil jamais la vilesso. de la lumière. La vitesse de laldmièue 

EST UJNE VITESSE LIMITE QUI Ts E PEUT ETRE DÉPASSÉE. 

Comme exemple, supposons un observateur A et deux obser¬ 
vateurs B et C s’éloignant de A, dans des directions opposées, 
ave(‘ la vitesse, mesurée par A, de 200000 km : sec. Pour l’oliser- 
vateup \, les observateurs B et C s’éloigiumt run de l'anUa^ 
de 400000 km ])ar sec, mais pour chacun des observateurs B et C, 
la vitesse de Tautre est seulement 277000 km r sec. 

Roi))) a remarqué que la loi d’addition pour le moitvcmcnt dans 
une dimension peut être rétablie si l’on mesure le mouvement, 

non ])lus par la vitesse e, mais par la rapidité r — tir * 

La loi ( 4 0) s’écrit, en elFet, 


' Comme tli"** i =rr 00, Ja rapidité de la lumière est inlinie. 


19. Explication de Fexpérience de Fizeau dite 
cc entraînement des ondes lumineuses ». 

Il subit d’écrire la loi de composition des vitesses ( 4 ~ 5 ). J.e 
courant d’eau (s3'-stème S') coule relativement à l’o])servateur 
(système S) avec la vitesse r. Le rayon Inmineux se pi'opage dans 

l’eau (système avec la vitesse la viu‘sse c" de ce rayon 

tnesuréc ])ar l’oliscrvaleur (sy^stèrne S), est donc 

/y ^ 



en liiuitaaal le développement aux termes du premier ordre. C’est 
bien le résultat vérifié par Fixeau- 

La loi d’entraînement s’explique donc immédialemeiil,, de la 
façon la plus simple, par la cinéjyatique nouvelle. 


? 
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tf A riu'inv* acIiKflliî, l’espace et le h'nips 
eonsidérAs i‘ii eux-inèmos (iolveiil dispa- 
rai'lia* et leur un’mu peut 

])osséder nue iiidivîdiialiLé. 

U 11. ^IiNiceWsui. » 

( Haum inid ’/rif ('), tc^oS.I 


s 


20. L’invariant cc intervalle d’Univers «. 

Union de l’espace et du temps. 

Considérons deux événements ([ludcoinjucs. Lorsqu’on les 
repère dons des syslcmes diflerenis ( eti iran.slnlion uniforme), ni 
la distance spaciale l des points où se produisent ces événements, 
ni l’intervalie de teni])S T qui les sépare ne sonl les mêmes, car 
chaque système possède son espace prn])re et son temps, mais la 
cpiantité 

(l-6) 

a la mén.ie valeur dans tous les sjvStènies, ainsi "qu’on \r. vérifie 
aisément en appliquant les formules de Lorentz. 

D’ailleurs nous avons vu (n” 15) que si la quanliLé 

,.2 T2 ~ /'i = /i )2 -- ( .r.> - (V’i .Vi )2 — ( s. - 1 

est nulle dans un système, elle est nulhi dans tous les autres, pana^ 
que la vitesse de la lumière est un invariant. IVtur f[ii’uue vahuir 
nulle de cette quantité entraîne néccssalremenl une Na](uir null(i 
dans un autre système quelconque, il faut et il sufiîl que les for¬ 
mules de transformation (formules de Lorenlz) possèdenl la pro¬ 
priété de laisser invariante la quantité quelle que 

soit sa valeur. 


(’) ConfÉTciicc iHibliéc dans le Hneurd LoRrNiz-KiNSTiUN-^fiNKOWSKr, /Jas rela- 
tmtàtsprinzip (Tciibner, cdilrur). 




CIlAPlTniC Yl. — L’tNIVERS DE MIlNIvOWSKI. 4l 

I.’lNVAUIANT S EST L'IJNTEKVALLE D^UjNIVKUS, il vemplaCO la (lîs- 
lance de deux points, considérée en géométrie. 

Nous avons ^ u, en eilet, que. dans les anciennes notions d’espace 
et de temps, la distance de deux évfhrefne/iIs simulfaju^s est un 
invariant. En géométrie, où l’on ne (considère que des événements 
simultanés, cet invariant est la distance d(; deux points. 

La condition d’invariance de la distance, quand on passe d’un 
système de coordonnées à un autre, définit complètement, comme 
nous l’avons déjà fait l'cmarquej’, les formules de ti'ansformation 
d(î la Géométrie’ analytique. Mais la conception ancienne ne i)eul 
plus être conservée, puisque la simultanéité est purement rela¬ 
tive. 

Dans la théorie nouvelle, la condition d’invariance de T inter¬ 
valle s définit aussi les formules de transformation, etec’s formules 
sont (‘(dles de Lurentz. 

T^a réalité ohjc(‘live de l’espace était affirmée autrefois ])ar l’in¬ 
variance de la dislancuî de deux points en Géométrie. La réalité du 
tem])S était affirmée par rinvaiinncc du temps. Ces invariants 
(distance géométrique et tem|)s) doivent être supprimés et rem¬ 
placés par l’invariant .v- = c-T- — Z-. 

11 n’y a donc ni espace absolu, ni temps absolu, mais il y a une 
réalité unique, affirmée par l’invariant s. J^a modification est 
radicale : le nouvel iiHKtrianl contient à la fois les trois coor¬ 
données espace et ta coordonnée de temps. L'espace et le 
temps,' unis par cet invaria/tt, ne sont pas indépendants et 
leur union seule possède une individualité, IVEspace-Temps 
ou (Ifiicers est l'ensemble des événements; il est quaclruli- 
niensionnel ( ‘ ). 

L’Univers est indépendant du système de référence qui sert à 
repéi’er les événements : c’est cette indépendance qui est exprimée 
dans l’énoncé du principe de relativité. Les lois de TUnivers qua- 
(Iridlmensionnel, qui sont les memes dans tous les systèmes, 
doivent pouvoir s’éiionéer sous une forme intrinsèque, comme le 
fuit la Géométrie pour l’espace, grâce à l’introduction d’éléments 
insariants. Nous verrons comment celte idée a guidé Einstein, 

(’) L’union do l’ospacc et du tcnips a ôLé exprimée pour la première, fois par 
Minkowski, trou Je nom (TUnivers de Minkowaki. 
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l’a concluil à la reladvlttî g-énéralisée et à la découverte de. la loi de 
la gravi talion. 

Que devient alors Fespace ? L’espace reste loii jours Feuscmble 
des évéïKuncnts siniulianés; c’esl une « coKpede l'Uiii^'ers à temps 
donné )> (W Langevin). (^jctle définition s’applique à l’ancienne 
conception de l’espace et à celle d’aujourd’hui, mais la difl'ércnce 
est proronde : la conception compatihlc avec la mécanique newto¬ 
nienne admettait un temps univ(*rsel, et la coupe était la mémo 
dans tous les systèmes, la forme des corps était la même pour tous 
les observateurs. Dans Fluiivers de Miakowski, la simidtanéité 
Otant relative, la coupe à temps donné dépend du système de réfé- 
nuico; la forme des corps idesi plus hivarutble^ Il y a une infi¬ 
nité d^ espaces euclidiens dans d Univers euclidien )> unicjue 
à quatre rlimensions^ comme en Géométrie il y a rnio infinité de 
plans dans l’espace euclidien à trois dimensions. 

21. Propriétés des couples d^événements [F. Fangeyin (D]. 

Soient A (U. B deuM événements; trois (ais peuvent sc présenter : 
Finttîrvalle s est imaginaire, nul ou réel. 

i'* Couples dans despace, — Supposons s imaginaire. Quel 
que soit lè système do l'éfcrcnce, .v-»—c-T-—/- est négatif; la 
dlslance. spaciale L est plus grand(‘ que le trajel cT que parcouii 
la lumière dans l’iiilervaüc de temps T qui sépare les événements, 
cl cola ('..St vrai dans tous bis .systèmes, parc(‘ qvu' s- est un inva- 
riant. Deux t('ls événements n’ont jias, dans le temps, un ordrci de 
suce.ossiou déterminé, car leur ordre de successiof} peut être 
inversé par un changement convenable du système de référence. 

Re])ér(>ns, eu eflV'l, les d(îux évéïuuncnls dans deux systèmes S 
vX dont l(Ls axes des ,r passent par les deux événenu'iils; donnons 
à urn; vitesse r par rapporta S. Soient .r|, les coordonnées 
de,s deux événements dans S; l.y leurs époques dans S; i,f C 

(^) rJe\>oltUion de Vespace et du temps {Sdentia, Le te/nps^ t'espace 

et la causalité {Balleliu de la Société de Philosophie,^ 19 octobre 
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leurs époques dans S'. Les formules de Lorentz donncnl 


(lA-r); 


=: -(U- 
% " 


. ï P . 

■ tl) - 7 (^ 2 - 

a c- 


• *'?*! )• 


jNous avons d’aiUre part, puisque^ ,ç-<l o, 

CA', qao nous jfouvons écrira 


ïv élanl une cerlaiiK' vllcss(‘ comprise entre o et c. 

Supposons que A soit aulérieur à B dans le SYStème S, c’est-à- 
dir(‘ supposons qu’on f\it /o—^j>o; pour toutes les vitesses e 
dont la valeur absolue est comprise; entre (v et c (vitesses pos¬ 
sibles, puisque tr <; c ), vitesses que nous prendrons positives ou 
négatives selon que la cliflerence est positive ou négative, 

nous aurons 

^2~ ^i< 


et, par suite, d’après (2-6), 

^2 — t[ < 0 , 


l’éMuienient A, ant(;rieuv à B dans le système S, lui est donc pos- 
l(‘rl('ur dans le système S'. 

Dans le systènu' animé par rapport à S delà vitesse e = (c, 
d(dinie par (3 -6), l(;s deux événements sont simultanés. 

Iji dislancp. spaciale de çes deux événements est minimum 
dans le système pour lequel ils sont simultanés^ car c-T-— l- 
élant constant, l est minimum pour T = o. 

Deux tels événements, qui, par un choix convenable du système 
de référence, peuvent être amenés en coïncidence dans le temps, 
luais non dans l’espace, forment un couple dans Vespace. 

Deux évenemènts qui conslitiient un couple dans l’espace sont 
nécessairement sans influence mutuelle. Aucun lien de cause à 
cfleL lu; peut exister entre eux; eu elïet, s’il existait entre eux 
un lien de causalité, comme leur ordre de succession peut être 
inversé, la cause serait, pour certains observateurs, postérieure à 
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renfel, ce qui est absurde : connue clil Elnslein, « on ne peut pas 
télégraphier dans le passé )>. 

2*' Coïncidence absolue. — i^orsque .ç = o, si / et T sont nids 
dans un système, ils sont nuis aussi dans tous les syslèmes; les 
deux événements sont en coïncidence absolue dans 1 Esjiace- 
Temps (n® 17 b 

d’ Couples dans Le temps. — Lorsque s est réel, la distance 
spaciale l est clans ions les syslèmes plus courte cjue le trajet oT 
de la lumière pendant la durée ([ui s’écoule entre les deux meiie- 
luents. 

On voit immédiatement, d’après (s-d), que lorscpie .v->>o, 
(/;—)est toujours du même sl^ne que t ^—quelque choix 
qu’on fasse du système S', idordve. de succession u ulors un sens 
absolu. 

De meme que dans le cas où o, on peut trouver un s->stè]n(î 
clans lequel T = O ; de même lorscpie A“>o, on peut irouver un 
système dans lequel l s’annule* Ainsi, lorsque deux événenumls 
sont tels que .v-> o, ils peuvent étn‘ amènes m (u;)ïneldeiice dans 
l’espace, niais non dans le temps : ils forment un coajde dans le 
temps. De plus, la durée qui les sépare est minimum duns le 
système pour lequel ils coïncident, dans Vespace. 

Deux événements qui (constituent un couple dans le lenqis 
peuvent être unis par un lien de caiisalilé. Ils peuvenl aussi, hicn 
entendu, èlre indépendants, mais toujours le. ])rcmicr événement 
peut avoir été annoncé au lieu où le second va se produire. 

L’intervalle d’Lnivers s est donc réed ou imaginaire, suivant 
que l’un des événements peut ou non influer sur l’aulre; il indique 
la a possibilité d’inlluencc ou d’action » d’un des ('vénemeiUs sur 
l’autre (P. Langevin). 

La contraction des longueurs. 

Appliquons les considérations qui précèdent à ume tige de lon¬ 
gueur t pour un observateur immobile [lar ra|)porl à elle dans le 
système S^, et de longueur ^ [)Our un observateur du s).sièiue S 
par rapport auquel elle se déplace dans le sens de sa longueur. 

Prenons comme événements A et 13 les ])ositions des (ixtrémités 
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de la lige à un même inslanl. pour l’observaieur S ; ces événements 
lormenl un couple dans 1 espace. Pour l’oitservateur S, la distance 
spaciale des événements A et B est la longueur l de la tige, mais, 
pour 1 observateur de S', A et B ne sont plus simultanés, et, pour 
c(iL observateur, !a tige est plus longue. 

Supposons (ju’nne des extrémités coïncide avec O et O' à Fori- 
g’ine (les ümips, la formule 

- (x — vt) 

moiUr(.^ (jue, pour / ™ o, 

.r'=î ou I — olI'. 
y. 

.\iiisi, j)()ur J obs(‘rvaleur S qui voit [lasser la tige, celle-ci 
esl. plus courte que pour l’observateur S', pour qui la tige est 
immobile : quand la lige est animée par rapport à l’observateur 
d une vitesses o, sa longueur est la longueur au,repos multipliée 



C^est la contraction, de Lorenlz^ mais celte contraction n’a 
plus aucun caracLtïre absolu, et, sous cette forme, elle ne pi'ète 
plus aux objections précédemment indiquées (n® 9). En somme, 
la coiiLraciion l’ésiilte simplement de la manière différente dont 
lf|s dmix observateurs définissent la simultanéité et du fait que la 
forme (Fun corps (ni mouvement ne peut être définie que comme 
le lieu d(Ls positions simultanées des différents points de ce corps 
(P. .Langevin). 

. Bien entendu, la contraction esl réciproque : si deux liges iden¬ 
tiques sont immobiles, l’une dans le système S, Fautre dans le 
système S', chaque observateur trouve que la tige de Fautre sys- 
lème est plus courte que celle de son système. 

Le fait qu’un objet en mouvement est contracté dans le sens 
du mon\(mient iK' signifie donc pas que Fobjet a été réellement 
modifié par le. luouvement; il signifie que Fespace relatif à Fobser- 
vaUiur et l’espace relatif à l'objet ne sont pas les memes (ainsi que 
nous Favioiis fait prcisscntir au ii‘' 9). 

Un ol)j(‘t qui ])asserail avec.la vitesse de la lumière serait, pour 
l’observateur, infiniment aplati. 
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23, La dilatation du temps (EfNSTEr^). 

Une liorloge est immobile dans le système S'; elle marque Lî 
temps t'. Comment marche-t-elle, vue du système S ? 

Supposant, comme précédemment, que, dans chacun des sys¬ 
tèmes, le temps soit compté à partiz' de la coïncidence des origines O 
et O' des coordonnées, nous avons 


a \ c- 


dx = V (U ; 


dt = - dt\ 
y. 


En particulier, pour l'horloge du système S' placée, à l’oï’igiiic O' 

des coordonnées, 1= - t\ 
cc 

On peut raisonner encore de la façon suivante. Uousidèrons 
une horloge du système S' et zleux événements inliniment voisins 
se produisant sur cette horloge; nous avons 


invariant dii- = c- dt'- = df^ - 


avec dx 


Ainsi, pour les observateurs du système S, l(is horloges de S' 
retardent, par seconde, de (i — a) seconde. 

Natimellenient, la relation entre les tcmjis i et t! est rè(ûj)ro<[iu^ ; 
pour les observateurs du système S^, cc senties liorlogcs du s>s- 
tème S qui retardent de plus en plus sur celles do S'. 

La dilatation dtt temps est la coalre-parlie de la con tract ion 
des longnauj's. 

Soit, en cfïel, une tige infiniinent courte dirigée,piu'allèlimumt 
à la vitesse, immobile dans le système S' et de longueur /Ix' dans 
ce système; considérons deux évéuemenls inliniment voisins 
concernant cette tige; d’après (4 -b)ct (o-G), l’ohsei'vaUmr du 
système S mesiiï’e 

et dt = - de', 

OL 


dx = a dx' 
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On a donc 

/ dœ dt — dx' dt', 

Avec des Liges de longueurs au repos, tlx\ dy\ dz dirigées 
piirnllèlemenl aux aves de coordonnées, formons un parallclépi- 
[)cde rccLangIc iiniuol)ile dans ; soiL un inLcrvalie de temps 
inliniment court marqué par une horloge au centre de ce parallé- 
lépi])éde; comme avec notre clioix particulier d’axes, dy dy‘ 
et dz = dz\ nous obtenons 

dx dy dz dt = dx' dy' dz' dt' 

ou eiuiorc, en prenant (‘omme coordonnée de temps la longueur 

Il Ct^ 

(()-()) dx dy dz du = dx' dy' dz dii'^ 

formule qui exprime Vim'urlance de Vélément ddiypercoliune 
(/jfKrdridlnie/tsionnel) Univens. 

24. Les lignes d^Univers (Mixkowski). 

Suivons mainlenanl la succession des événements qui consti¬ 
tuent la vie d’une même portion de matière ou d’un meme être. 
Lmir ensemble forme dans l’Espacc-Temps une (c ligne d^Univers))^ 
(miume m (b'ométrie une succession de [loints forme une ligne 
dans rospa(*iu 

Dans r(‘.spa.ce de la Géométrie, l’élément d'arc de courbe s’écrit 

((t~z=z (ly^-nr dz^ 

dans J’b]space-Tem[)s, rélément d’are de ligne d’Ünivaîrs a pour 
expression l’invariant 

(’ 7 - 6 ) ds- = — — dy- — dz'^-y c- dt-^ 

(éest rintcrvalle, indépendant de loat système de référence^ 
(Mitre deux événements infiniment voisins pris sur la ligne d’üni- 
V(M\s (umsidérée. Entre deux événements A et B pris sur cette ligne, 
la longueur de l’arc de ligne d’Unlvers est 


_ U\ RELATIVITÉ restreinte. 

première partie. • d’événements infim- 

ntégvale étant j' ^d’un^manière continne le long c e 

.ent voisins qui se indépendante du système 

etteligne. Cette intégrale a un. 

e référence. , référence un système lie a a poi 

Prenons comme systen système, tous les événements 

ion de matière considérée. l’espace, puis- 

.oncernant cette ‘ J^n par rapport auv aves du sys eu^, 

•ju’ils occupent la meme poBitio temps(n-2l), ■ 

iris deux à deux, ils est donc réel (’) et lenr 

Sve de V.g»e O’L»-” ’ IVS,»-,» : ie le in-e-e.- 

de ,.o..r lee .'véncmeid» co.e e,- 

,'.,vcme serdenl n« «■■1 “ 

naniunmêmeobietouun ■ 

as. Le tempe propre (M.»»"».). 

p. . lié ’i une luirtion de matière, 
D«»t UB système de so»t dues le 

e'esldl-dive dens uB V"' ^ que eelle po - 

„toeéu.tdemoB.emeBl.d,. ^^.^^1 a,e„eB,e„ls 

lion de matière, a ' ^ est tintjoiirs . B a < om , 

e.BeerBBBtkport,oodeyBaU^ 

■ dans ee système ou dx - cly 

Il /♦ 


ds = C cite 


r\üy=of ck, 
eh 


rir. 1 m nortiou de matière consi- 

^stVélérneut de tenips propre-^ ‘ ‘1 .R 

, ruè.nociulluiestlié. Le temps pi-op>-ej/^“ 

iérée et de,tout e SJ s a ,ne.surera 

écoulé emre deü. .^earegisireroni les horloges 

un obseroalear, c est U tein/ i 

dans ce système ^ ^ 1 , mouvement n’a plus 

Une horloge hee a ( ^ ^ p, tran.slation uniforme) 

besoin ici d’être soumis a la U.SI _ --- 

(IV C’est la rRis‘’a li»Rr '*‘1^'' 
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mesure la lon^ iieur^ divisée par c, de Varc de ligne d'Univers 
de ce mobile. 

Considérons maintenant un poinl matériel Libre M, ; la loi 
d’inertie de Galilée nous enseigne que ce point est en mouvement 
rectiligne et uniforme : à cet état de mouvemeni correspond, 
dans rKspace-Tcmps. une ligne d"^Univers formée par l’ensemble 
des événements qui représentent les diverses positions successives 
de ce mobile dans son état de mouvement uniforme, positions 
qu’on p<uit repérer dans un système quelconque. 

Sur la ligne* d’Univers de M<, choisissons deux événements déter- 
miiK's A VA \) : ces deux événements forment un couple dans le 
temps; hoir ordre de succession est le meme dans tous les sys¬ 
tèmes d(i référence; nous siq)poserons, pour lixer les idées, que A 
soit antérieur à B. 

Entre ees événements A et B, nous pouvons imaginer dans 
rEspaee-Tcmps une infinité de lignes d’Univers réelles (de meme 
qu’entre deux points de l’espace de la Géométrie ordinaire, on 
peut tracer une infinité de courbes); prenons rime quelconque 
de ces lignes d’Univers : il suffit pour cela de considérer un second 
mobile Mo, parti de l’événemcnl A, qui, après avoir parcouru, 
avec une vitesse plus ou moins grande, un trajet spacial plus ou 
moins long, trajet que nous allons repérer dans un système en 
translation uniforme lié à M|, rejoint ce mobile Mj à l’événe¬ 
ment B. ^ 

En résumé, nos données sont les suivantes : les deux mobiles M| 
et sont en coïncid(‘ncc absolue aux événemeirts A et B; entre 
c(îs évéïnunents, leurs lignes d’Univers sont diflerentes; M| est 
supposé en translation uniforme. Enfin, nous repérons les événe¬ 
ments dans un système S lié à M|. 

Il importe de remarquer que Mo, ayant quitté en A le système 
uniforme S pour y revenir en B (ou seulement pour y passer en B), 
a nécessairement subi une accélération entre les événements A 
et 11. 

Prenons deux époques / et / -f- dn temps du système S, coiU' 
prises entre les époques et /« auxquelles se produisent, toujours 
dans h* système S lié à M.,, les événements A et B. Aux époques t 
<it tdu le second mobUe Mo est repéré a?, i;, t] x-\-dx,^ 

z-\-dz, dans le système S; ces coordonnées 


liliCUVHtUW. 




(io-6) ch^a.dt, 

ce qui signilie : le temps propre cViui mobile Mo entre deux 
é\'é?ienien.ts de sa ligne d'Univers est plus court que le temps 
mesuré entre Les memes événements dans un système en trans¬ 
lation uniforme; il est d'autant plus court, que la idiesse du 
mobile pat' rapport au système uniforme est plus grande. 

Ce l'ésallat est d’ailleurs absolument général, quel que soit le 
sjstème uniforme considéré, et il pouvait se déduire de la pro¬ 
priété de minimum démontrée au 21 : lorsque deux événements 
forment un couple dans le temps,’ la durée qui les sépare est 
minimum dans le système pour lequel ils sont en coïncidence 
dans l’espacé; le temps propre jouit donc de la propriété de 
minijuiim par rapport au temps évalué dans tout sjstème en trans¬ 
lation xï ni forme. 

Nous n’avons pas encore tenu compte delà coïncidence al)soluc 
des mobiles Mt (en translation uniforme) et Mg (mouvement quel¬ 
conque) aux événements A et B. Intégi'ons (in-6) 

(h I a d/j 

Jtj, 

plus le mouvement du mobile Ma entre les événements A et B 
communs aux deux mobiles diff érera dhin mouvement recLU 
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déterminent, sur la ligne d’Univers de Mo s deux événements G 
et D infiniment voisins, dont l’intervalle est ds ; ou a 


mais on a aussi 


ds- = — (Ix -— dy -— dz--{- c- dl-., 


ds a d'z 


d^ étant l’élément de temps propre du niobile Mo. On déduit de là 

(f)’-(S)’] i 


= dt- f r — 


: a2 6*2 dr- 


V étant la vitesse du mobile Mo à l’époque vitesse et temps 
mesurés dans le système uniforme du mobile iMf 
On a donc finalement 




I ' .J ; ^ ..uiMuyipy 
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ligne et uiii/orfue, [>lus, [jar cunséquenl, les vitesses par rapport 
ùM, seront «xaiides, piiisque la durée totale /,{— tj, est lixe, et 
pif/s le temps propre total sera court. 

En d’autres termes : entre deux êvénemenls déterminés^ la 
plus LON(iUK ligne d'Univers est celle qui correspond au mou- 
veinent de translation uniforme (^'). 

Si, entre deux événemenls formant un couple dans le temps, il 
J a iinc ligne d’Univers de loiigueur maximum, celle qui repré¬ 
sente la translation uniforme, par contre, il y a une inlinilé de 
lignes (FUnivers d(; longueur nulle. En effet, dans le système S 
lié à iVI ,, [(is événements A (‘L B se produisent au même point 
d\îs])ace : il y a une infinité do trajectoires possibles pour un 
rayon lumineux partant de ce point à T époque t^ et y revenant à 
répoque /jj après diverses réllexions; or la ligne d’Unlvers d’un 
rayon lumineux est de longueur nulle, puisque 

ds- = dt- —- dx- — dy- — d:i- == c- dt- ^ i — = o. 

D'étraiiges conséquences se déduisent des résultats qui vienuciTt 
d’être établis. 

Dans un système en translation uniforme — la Terre, par 
exemple, car son accélération est faible — deux horloges iden¬ 
tiques et synchrones sont au même endroit. On déplace l’une très 
rapidement et on la ramone près de l’autre au bout du temps t 
{t(‘nips du système) j (‘.lie se irouve eu retard sur 1 autre horloge, 

de / “ f a.dt'^ si l’accélération a été instantanée au départ comme 

*''0 

à l’iirrivée el. si la vilc.ssc esl. resiée constante en grandeur, le 
retard est \ — aj. 

Dans les mêmes conditions, un échantillon de matière radioac¬ 
tive aura moins évolué cjue celui (jui n’a pas été déplacé, ejni n a 
pas subi d’accélérations (Langevin). 

111 ’estc l)ien entendu que de semblables phénomènes ne seraient 


(') Il importe de* remarquer que, dans la démonstration précédente, il ny a 
pas réciprocité entre les .systèmes de référence liés à M, et ti M^, paice que IVIj 
n’esl pas on translation uniforme. C’csl l’accélération de Mj qui a créé la dissy¬ 
métrie ; on reconnaît ici le caraelèrc absolu de. 1 accélération. 




50^ PREMIERE PARTIE. — LA RELATIVITE RESTREINTPL 

détex’miiient, sur la ligne d’Univers de M2^ deux événements C 
et D infiniment voisins, dont rintervalle est ds \ on a 


mais on a aussi 


ds~ ~ — (Ix -— dy- — dz--\- c~ 


ds = (-* dz 


d'z étant l’élément de temps propre du'mobile Mo. On déduit de là 


= 6*2 dl^ -- - j = aî dù^-, 

V étant la vitesse du mobile Mo à l’époque t, vitesse et temps 
mesurés dans le système uniforme du mol^ile M|. 

On a donc finalement 

(io-6) d-z — oidt^ 

ce qui signifie : le tonps propre cVan mobile Mo entre deux 
éréneincjits de sa ligne d'Univers est plus court que le temps 
mesuré entre les mêmes événements dans un système en trans¬ 
lation uniforme; il est d'autant plus court que la idtesse du 
mobile par rapport au sysiètïic uniforme est plus gi'andc. 

Ce résultat est d’ailleurs absolument généi^al, quel que soit le 
système uniforme considéré, et il pouvait se déduire de la pro¬ 
priété de minimum démontrée au 21 : loi’sque deux événements 
forment un couple dans le temps,'la durée qui les sépare est 
minimum dans le S3"Stème pour lequel ils 'sont en coïncidence 
dans l’espacé; le temps propi*e jouit donc de la propriété de 
minimum par rapport au temps évalué dans tout; système mi trans¬ 
lation uniforme. 

Nous n’avons pas encore tenu compte de la coïncidence absolue 
des mobiles M| (en translation uniforme) et Ma (mouvement quel¬ 
conque) aux événements A et B. Tntégrons (io-6) 


dk JU 


plus le mouvement du mobile Ma entre les événements A et B 
connniuis aux deux mobiles différera d^un mouvement vecti- 






criAPiTnii: vr. 
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ligne et anijonne^ plus» par coiiséc|ueiil, les vitesses par rupj^ort 
ùM, seront «randes, puisque la durée loiale /»---/^ lixe, et 
plus le temps jivopre total sera court. 

tn d’autres termes : entre deux événements déterminés., la 
plus i^oNouK ligne d Univers est celle qui correspond au mou-' 
veinent de translation uniforme (^‘). 

Si, entre deux événements formant un couple dans le temps, il 
y a une ligne d Univers de longueur maximum, celle qui repré¬ 
sente la translation uniforme, par contre, il y a une inliuilé de 
ligues d Univers de longueur nulle. En effet, dans le système S 
lié à M,, l(îs év éuements A vi B se produisent au même point 
d espace : il y a umi inlinité de trajectoires possibles pour un 
rayon lumineux partant de ce point à l’époque J revenant à 
1 époqueaprès diverses réllexiuns; or la ligue d’Univers d’un 
rayon lumineux est de longueur nulle, puisque 


ds- = dt- — (ty- - 


>/j-i — dz^ - c'- dr- ^ I 


i) 



D'étranges conséquences se déduisent des résultats qui viennent 
d’étre établis. 

i‘' Dans un système en translation uniforme — la Terre, par 
exemple, car son accélération est faible — deux horloges iden¬ 
tiques vX synchrones sont au meme endroit. On déplace l’une très 
rapidement et on la ramène près de l’autre au bout du temps t 
( t(‘mps du système); elle se irouve en retard sur l’autre liorloge, 

de l — / a,dt‘j si l’accélération a été instantanée au départ comme 
d 0 

à l’ai'rlvéo et si la vil esse est restée conslante en grandeur, le 
retard est /:(i — a). 

Dans les mêmes conditions, un échantillon de matière radioac¬ 
tive aura moins évmlué que celui qui n’a pas été déplacé, qui n’a 
pas subi d’accélérations (Langevin), 

Il reste bien entendu que de semblables phénomènes ne seraient 


(') Il ijjipürlc d(‘ l'ciuarquer que, dans la démonstration précédcnlc, il n’y a 
pas réciprocité entre les systèmes de référence liés à Mj et à Mg, parce que Mg 
n'est pas en translation uniforme. C’est l’accélération de a créé la dissy¬ 

métrie : oq reconnaît ici le caractère absolu de raccéiération. 




rè'éâ 








26. La loi d'inertie (-). 


Nous venons cVétablir que riiiLcj^^Tale i — J" ds est 


HL maximum 


(^) P. r^ANGKViN, L'évolution de l'espace et du temps. 

(-) P. Lanûiîvin, Bulletin de la Société des Klectviciens., 3 (lécL'inluH* 
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rendus appréciables qn’en réalisant des vitesses colossales. Pour 
réduire a à 0,9, il faut déjà une vitesse de 1 33 000 km : sec. 

3 Avec P. Lan^j3\iu (^)5 imaginons qu’un observateur ait une 
machine lui permettant de quitter la Terre et d’atteindre une 
vitesse fantastique. Supposons, pour fixer les idées, que cette 
vitesse soit inférieure de . ," ô~ 6 'ô' o seulement à la vitesse de la lumière. 
Pendant \ an, le ^ oja^eur s’éloigne de la Terre cl ilre\lentau bout 
de 2 ans; il n’a vieilli que de 2 ans, il a vécu le temps propre de 
son système, temps d’ailleurs enregistré [lar ses horloges. Cepen¬ 
dant, à son retour, il trouve sur la Terre d'autres géiuh'atioUvS, 
et il apprend qu’il est parti depuis 200 ans. 11 s’est transporté 
dans l’avenir, mais sans retour possible dans le jiassé. 

Le calcul montre que si les habitants de la Terre et le voyageur 
pouvaient se suivi'c miiluelleinent par des signaux, la Tei-re atten¬ 
drait 2 siècles avant de recevoir le signal en\uyè [lar le voyageur 
pour annoncer le comnu'ncement de sou Noyage de r('lour, et 
que le retour se produirait, j^our la Terre, 2 jours seulement plus 
tard. Tandis que le voyageur auiTiit vu la Terre s’éloigner et S(‘- 
rappruclicr|c]e lui pendant des temps égaux eliaeun, pour lui, à 

1 an, la Terri!, pré\enue seulement [lar* l’arrivée d’ondes électro¬ 
magnétiques, "aurait \ u 1(‘ voyageur s’éloigner d’elle j^ciidant 

2 siècles et revenir pendant un temps 4(>ooo fois plus court. 

Les chilfres qui viennent d’étre donnés supposent qui! la vitesse 
a été atteinte très rapidement, ce qui serait évidemment impos¬ 
sible, même si l’homme disposait d’une énergie suffisante, caria 
force d’inertie sôrail telle que le voyageur serait écrasé. Toutefois, 
cet exemple met admirablement en évidence la relativité du 
temps. 

Pour un mobile qui serait animé de la vitesse! de la lumière, le 
cours du temps serait suspendu. 
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pour la ligne (l’Univers qui correspond au mou\(*incnt rectiligne 
et uniforme, c’est-à-dire pour un mobile qui se meut conforiné- 
nient à la loi inertie de Galilée. 

Cette loi a donc pour énoncé intrlnsèquci et simple 


(rp.-6) 


0 J'ds = O. 


Le mouvement rectiligne et uniforme joue, dans l’Univers de 
Minbowski, le rôle que joue la droite en Géométrie euclidienne, 
avec cette dldérencc que la ligne d’Univers qui se traduit pour 
nous par l’état de mouvement rectiligne et uniforme entre deux 
événements est la ligne la plus longue, alors qu’en Géométrie, la 
ligne droite entre deux points est la ligne la plus courte; cepen¬ 
dant, dans un cas comme; dans l’autre, l’énoncé sous forme de loi 
d'action stationnaire (t 2-6) est le même. 

' La ligue d’Univers du point matériel libre, dans un Univers régi 
par les formules de Lorentz.^ peut être appelée droite d^ Uni¬ 
vers., car elle présente une analogie frappante avec la droite de 
la Géométrie euclidienne : aussi dirons-nous que TUnivers de 
Minkowski est un Univers euclidien Cet Univers euclidien 
est caractérisé par le fait qu’on peut imaginer une infinité eje sys¬ 
tèmes de référence en mouvement de translation uniforme les uns 
par rapport aux autres, dans lesquels les équations de Maxwell 
sont exactes, dans lesquels la propagation de la lumière est iso¬ 
trope, dans chacun (lesquels on peut définir un temps, valable 
pour le système tout entier (n‘’ 13 ) et susceptible d’une mesure 
optique, dans lesquels enfin le mouvement du mobile libre est 
rectiligne et uniforme. 

Disons dès maintenant (|ue, dans l’Univers réel, ces conditions 
ne peuvent être réalisées que loca/enient; nous verrons, dans 
l’exposé de la relativité généralisée, que l’Univers l'éel n’est pas 

(') Nous conservons la qiialiUcaLion euclidien, bien que les carj’és qui 
figurciiL dans rexpression de — dx‘ — dy'^ — dz-c'^dt‘^) ne soient pas 

tous airectès du meme signe, si l’on conserve des coordonnées réelles. Dans la 
géométrie de i’(;space (mclidien, les carrés ont tous le mémo signe: 

di^ = dy"^-^ dz^ ; 

c'est là la seule dincrence. Nous reviendrons plus loin sur ce point. 
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euclidien dans son eiisemblej mais qu'en chaque poiixt-'Cvénoiueui 
on peut considérer un Univers de Minkowski euclidien tangenl à 
rUnivers réel, de même qu’en Géométrie des surfaces courbes 
on peut, aux alentours de chaque point, remplacer la surface |)ar 
son plan tangent* 

■ Dans l’Univers réel non euclidien, la loi (l’imu'tie resl(‘ 
0 f/s rzr: o ; la ligne d’Univers du mobile U())‘e est une ^vodésique 
de l’Espace-Temps, mais (mile géodésique n'est plus une a dix)!L(! 
(l’Univers )>. 

La ligne d’Univ(;rs d'une perturlxatiou (deciromagiiéliqu(' est 
une géodcsicpic de longueur nulle. 


27. La géométrie de Minkowski (géométrie 
des événements). 


Poursuivant l’élude d(i l’lJni\(n‘s euclidien do Minkowski, nous 
allons montrer comment l’invariant .v, qui joiu'. dans l’Espace- 
Temps meme r()l(i que la distance dans l’espace de la (iconH*- 
trie, pernu^t de donner une interpn.^l.alioii géométrique de la trans¬ 
formation de Lorentz ( ')• 

La gcomélrie des événements diHcro (J(î celle dos ligurcLs de 
l’espace, non seulement parce qu’elle est à quatre dimensions, 
mais parce que les coordonnées d’espace et la coordonné(i <!(' 
temps ne sont pas affectées du même signe dans l’expression du 
carré de rinteiwallc d’Univers : comme nous l’avons déjà fait 
remarquer (note du numéro précédent), il y a dans rexpression 
de 5- un terme positif et trois termes négatifs, alors ([Xi’en géo¬ 
métrie ordinaire, le carré de la distance de deux points (‘st exprimé 
parla somme de trois carrés : en d’autres termes encore, dans 
l’espace, lu distance est toujours réelle, dans l’Espace-Temps T in¬ 
tervalle peut (Hre réel ou imaginaire. 

Nous prendrons comme (jiiatriinne coordonné'c la longwcuir 
Dans un hyperespacc à quatre' dimensions, ijuagilions 
quatre ax<is de coordonnées recUuigulaires Ox^ Oy, Ou, 


(’) n. iUiMvOw.SKf, Jiauin iitid Zeit. — iMax V(j.v Cauf, Die Jielativîtâls 
Ikeorie^ l. f, p. fiO. 





CHAPITKK VI. — l/tMVKRS DE MINKOWSKI. j5 

eonstituaul un sjsl('‘me S; il y a six plans diî coordonnées xy^ xz. 
xii^yzyyu^ za sur cliacini desquels on peut représenter la pro¬ 
jection d’iine ligure quadridimensionnelle ; il y a aussi quatn? 
espaces de coordonnées euclidiens, à trois dimensions, perpendi¬ 
culaires les uns sur les autres : un seul de (‘es ([uutre espaces est 
celui que nous a|)pelons l’(( espace >* {xyz). 

En géométrie ordinaire, tridimcnsionuelie, si nous portons à 
partir d’un point origine, dans toutes les directions, la distance 
unité, nous obtenons une surrai'c sphérique 


(I= I. 

Dans l’hypercspaci*. quadridimenslonnel. prenons un événement 
origine O. Nous dcvcuis remplacer la distance de la Géométrie par 
l’intervalle d’Univers ig qui peut être réel ou imaginaire. Les évé¬ 
nements tels que le (‘arré de l’intervalle qui les sépare de révéne- 
meut origine soit égal à ±: i sont représentés par les espaces 
hyperboliques (à trois dimensions) 

( I j-é ) X- H- -h I, 


Çcs espaces jouent le même rôle que la surface .sphérique 
(i 3 - 6 ) de la géométrie ordinaire. 

Figurons dans le plan du papier les axes O.3; et 0 ;^; coupons 
])ar ce plan (j'=o, :;rr:o) les deux espaces hyperboliques : 
nous obtenons les deux hyperboles 




^ 2 ——I livpcrbole ( I ) ) „ 

[ asymptotes communes 5 ’-—= 
- hyperbole (9.) ) 


Considérons maintenant un système S' de points matériels, ou, 
seloa l’expression de Minkowski, de points substantiels, le mot 
substciiice étant pris dans un sens très général et signifiant qu ily >• 
« quelque chose », matière, électricité, énergie. Supposons que 
les points substantiels soient animés, parallèlement a 0;r, dune 
vitesse P par rapport au système S; leurs lignes d’Univers sont 
toutes représentées par des droites faisant avec l’axe Oit 1 angle 


tj; = nrc long 
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On a, en effet, 


dx dx ^ 

(iG-ü) r-, 

<le sorte que les ,-quations de la ligue d’Univers d’un point subs- 
lanliel immobile dans le système sont 

(ly-e) x^^a-hXQ, = — So- 

Ces ligues sont bien des droites parallèles à la droite O u' du plan 
des a?M, faisant avec Ou l’angle i — arctang-, la dioite On est 
la ligne d’Univers du point substantiel dont la position a 1 origine, 
des temps est un événement en e.oïneidencc absolue avec l’evénc- 
ment origine O du système S. 


Domaine 

intermédiaire 


/ Domaine 
intermédiaire 


Domaine 

intermédiaire 


Oomaine 

intermédiaire 


Ua valeur absolue de la vitesse e ne pouvant déliasser c. l’angle i|/ 

, Tt 

est compris entre it: • 

Prenons maintenant comme nouvel axe du temps la ligne O 
et comme nouvel axe des x son diamètre conjugue Ceci 

revient à repérer les évènements dans le syslèmc S', en mouvo- 
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nient par rapporta S avec la vitesse (’ parallèle à Ox \ en ellet, 
tous les points animés de cette vitesse e ap[)araissent immobiles 
si Tiin adopte les axes O u\ puisque leurs lio-nes d’Üiiivers 

sont parallèles à l’axe 0 ^^' du temps, et que par conséquent leurs 
coordonnées d’espace restent constantes. 

Dans le nouveau système d’axes Oy, O5, Ou’) les cqua- 

lions (les hyperboles, qui sont rapportées à deux diamètres conju- 
j^ués, et C(dles (bçs espaces hyperboliques restent les memes 

( I s -’() ) x'- — x'- -H y- -1- — a- = rp i 

à condition de changer d’unité de longueur et d’unité de temps, en 
prenant pour unités OX' sur Ox’ et sur O ii\ au lieu de OX 
et d(î OU. 


Transforuiation de Lorentz, — Nous pouvons maintenant 
irouver les formules de transformation, permettant de passer du 
système Oxyzu au système Ox^yzu . 

Les droites Ou! (M Oæ’ ont pour équations dans le système S 
[Oxyzu) : 

r , P 

O il' \ Æ? = - Li ; Ox' : u ~ - x. 

. n ' /• 


Les coordonnées des points U' et X' d’intersection dvec les 
hyperboles sont, dans le système S: . 


jiolnl U' 


I 



xi> = 


• P . 

a c ’ 


point X' 




I V 

a c 


1 



Dans le système S' [Oxyzu’)^ les coordonnées de ces mêmes 
points sont les suivantes : 


point ü' 
Soient alors 


— I J 

a;'u.=^ 0 : 


point X' 



x' ~ ax -f- b 
!i'-- ex -h du 


les fonuulcs de transformation des coordonnées. 11 suffit de rem¬ 
placer x’^ U successivement par les coordonnées des 





Les formules <lc LraaslormaLioii s’écrivent, donc 


Constraction générale. — On peut généraliser les l'ésiillals 
précédents et les étendre an cas où les axes d’espace a?, y, ^ sont 
orientés arbitrairement par rapport à la vitesse e. 

L’espace hyperbolique à deux nappes 

(f9-6; (i) Z-— a-= — i 


et l’espace à une nappe 

(■ 20-6 ) (‘A ) H- y- H- Z- — H- 1 


ont un espace conique asymptote 

(21-6) 07 - -4-jK-■+• s- — 

Dans l’espace Jiyperbolique (i), choisissons un point LJ' quel¬ 
conque et joignons OU'. Nous pouvons prendre 
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points U' et X' pour avoir quatre relations qui détenniiieiil les 
coefficients c/, 6, c, d. On trouve imincdiatement 


ce sont précisément les formules de Lorentz. 

La transformation de Lorentz consiste donc dans la substitutiou 
de deux diamètres conjugués aux axes des hyperboles et dans le 
changement d’unilés indiqué. Elle laisse invariantes les équations 
des espaces liyperboliques (iS-()). 

Toute droite coupant l’hyperbole (i) jieut cire choisie comme 

axe du temps aiuinc toute droite coupant l’h y¬ 

perbole (2) peut servir d'axe des .2:, mais non d’axe du temps; tout 
événement E tel que u-<i x- peut ainsi être rendu simultané avec 
l’événement origine O, en pi’cnnnt pour axe du temps le diamètre 
conjugué de OE, 
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celle droite comme nouvel axe du temps 0</' ; à la droite cor¬ 
respond un espace diamétral conj.iigué (euclidien), comme à un 
diamctn* d’un hyperboloïcle correspond un plan diamélral cou- 
jugiK*. Cet espace a pour équation 

('V.J.-lî ) .r.ï'i;' H- J'JU' -r- -- llliit — 0, 

il coupe l'espace hyperbolique (2) à une nappe suivant un ellip¬ 
soïde (comme un plan coupe un hyperboloïde suivant une ellipse); 
^ellipsoïde est une sphère si ü' est un sommet de Tespacc hyper- 
l)oli([ue (i ) (cas du système ^5 y, u). 

Nous pouvons loujours prendre pour 0 .r' l’intersection de l’es¬ 
pace conjugué d(‘. O parle plan (.)a, 0/d, et d’autr<‘. part faire 
tourner le système y, pour amener dans le meme plan 
O//, ()f/\ Nous sommes alors ramenés a la conslruction précé¬ 
dente, Ox et Ox' étant dans le plan 0 w, Ou. 

La vitesse de l’espace conjugmé de 0 /d par rapport h l’es¬ 
pace y, r; esictangA, 4 étant l’angle des axes du temps O// 
elO/d. 

Il existe une triple infinité de points dans l’espace hyperbo¬ 
lique (i); il y a, par suite, une triple infinité d’axes du temps et 
une l ri pie infinité d’espaces euclidiens conjugués de ces axes du 
lemps. 

de passr et l'ave ni}'. — L’espace coniqiu^ 

X'}- -h -h Z- — u-= O 

partage l’Univers en trois domaines : 

i" Le domaine a/itéi'ieurj pour lequel 0 ou 
avec U O. Par chaque événement A de ce domaine, on peut 
faire passer un axe du temps Ou\ le sens du temps croissant 
étant A — 5 ^ 0 . Un événement quelconque de ce domaine est « dans 
U\ passé )> (le l’événement origine O, quel que soit le système de 
l'éréreace; il forme avec O un couple dans le temps, A étant aiUé- 
ric'ur à Lévénement origine, puisque u <C 

Le domaine postérieur : o ou > :r--f-y-+avec 

// >0. Par chaque événement A de ce domaine, on peut encore 




28. L^équivalence du temps et d^une longueur imaginaire 

(Minkowski). 

Posons 

(23-6) Ot \f — I U 7 ou u=:— l 1. 

Le carré de Fliitervalle, clumgé de signe, sépai'aiiL PévénenienL 
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faire passer un axe du temps; le sens du temps eroissaiil étant 
{) —-vjV, révéneiuenl A est « dans l’avenir )) de l’événeuuuU ori¬ 
gine. 

.V’ Le (loDiaiiie uiterniédiaive : ou r-. 

Dans ce domaine, trois événeinenfs A, B, G quelconques, c’csl-à- 
dire trois points d’Univers, forment avec O un espace euclidien 
(}ui peut être, choisi comme espace {OxY'Z^ )] Taxe du t<.*nq)s est 
alors le diamètre conjugué de cet espacée. Dans 1 (‘ système de rèlé- 
rence ainsi constitué, les trois événements A, B, G sont simul¬ 
tanés avec l’événement origine O (/'=o pour A, B, C, O). I\\r 
un choix conveiialDle d’un autre système ou ])euL, à volonté, 
^•cndrc un événement de ce domaine antérieur ou postérieur à O. 

En résumé : le cône «c compose de deux 

parties : le cône antérieur, pour lequel u < o et le cône ])ostérleur 
pour lequel ip^>o. Le premier contient les points d'Univers ou 
événements dont l’amionee a pu pj'écéder révénemcnl O; ces 
points d’Univers peuvent « envoyer de la lumièn' à (.) ». Le c.ône 
postérieur contient l’ensemble des événements qui peuvent être. 
a\crtis de l’événement O ; ces points d’tuiivers |)eu\ eul » rec.evoit' 
de la lumière de O ». 

En d’autres termes, les é\éuem(mts du cône an|érl{nii' p(‘uvent 
être causes de l’événement O, ceux du cône postérieur p('iivent 
cire causés par O. 

Dans le domaine intermédiaire, le cours du temps n’a pas de 
sens absolu ; aucun événement de ce domaine ne peut avoir av(‘c 
l’événement O une relation de cause à eflet. 

. Nous retrouvons, par cette représentation géométrique, h's 
rèsultaLs indiques au n^‘ 21. 






\ 



f 


i 

j 


i 
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origine (l(î révuncincntr, s’écrit 
(-rt-ü ) = 

Nous pouvons prendre/ comme quatrième coordoiinéi'; ('elle 
coo)‘donn(‘e inlervienl cxaclemcnl au même litriî (pie lirs ('.oor- 
donii('*es longueurs z. 

Ivcs formules de Lorentz devienneiil 

Définissons un angle cp tel que 

ï • r — r . i -r 

( ) oosG=:-i suio e—1 — , (l oii Lane‘<p='-v—r • 

* -y * /V /• or»,. 


Gel angle imaginaire <p est lié à l’angle réel']; de la Géonn'‘lrl(î 
hyperbolique par la relation langcp \J — i laiïg'i;. 

Les équations de Lorentz s’écrivent 


( 27--<î I 


l a: cosep H-/ sino., 
j /'= / cosçi — a? siutp, 


forinuics bien connues : ce sont celles qui permettiiul. de pass(U‘ 
de d(mv axes rectangulaires Ox, O Z à deux axes O ^ 01 ' faisant 
un angle cp avec, les premiers. La transformation do Lorentz (‘si 
done sinpdennmt une rotation d’un angle (imaginaire) (p des deux 
axes Ox et O l dans le plan xO L 

Avec celte repnjsentafcion, il est facile d’établir la loi de compo¬ 
sition des vitesses. 

Soient, en eflet, cia vitesse du système S' par rapport au sys¬ 
tème S, c' la vitesse d’un mobile dans le-système S', ces deux 
vitesses étant parallèles a Ox. 

c correspond à une rotation c' correspond à une rotai.ion cp' 
dans 1(‘. système S'. Par rapport à S, nous avons à calculer la 
vitesse c" qui correspond à la rotation (cp + îp')i mous avons donc 

tang^p = taiigcp'= v/~-taïig(cp -h cp') — L ; 
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tioii des vitesses n’est donc autre chose 
•iine la tane^ente de la somme de deux 


transformations dans le 


Pins généralement, si l’on efïectue 
plan des xl avec les rotations succef 
résiilte une rotation unique d’un angle 


ort au système pri 


Or la fonction 


Véquation « mystique de MmkowsM — uLquivaumcL 
des longueurs eL des temps a été exprimée par Minkowski par 
une formule qu’il a appelée « formule mystique », La limite des 
vitesses c étant prise pour unité naturelle, on a 

3.10» kilomètres = seconde. 

Effectivement, une longueur de dooooo'^'" et le temj)S imagi¬ 
naire y~ seconde jouent exactement le même rôle dans l’expres¬ 
sion des lois de l’Univers. 


(y ) H, MtT^KOWSKL 










CHAPITRE Yll. 

PHÈNOMÊNIiS OP'riQUES DANS LliS SYSTÈMES 
EN AfOUVEMliNT IIELATIF. 


29. L’effet Doppler-Fizeau. 

Nous cloiiiieroiis (rabord la tlxéorie do l’efïel Dojîpler pour les 
ondes sonores, afin de bien pi'c'îciser lu différence avec le cas des 
ondes lumineuses. 

Ondes sonores, — Loi'sque, soit, robservateur, soit la source 
sonore, soit robservateiii\ et la source sont en mouvement (par 
rapport à Eair, milieu de propagation), la hauteur du son perçu 
est modifiée. Le son entendu est jxlus aigu si Eobservateur et la 
source s’approchent l’un de l’autre, plus grave s’ils s’éloignent ('). 

11 est essentiel de noter que ce n’est pas le mouvement relatif 
de la source et de l’observateur qui détermine le changement de 
hauteur du son perçu. La vitesse de l’cAservaieur par rapport à 
l’air et la viUîsse de la source interviennent chacune pour son 
compte, et ces vitesses jouent dans le phénomène des rôles abso¬ 
lument différents. 

Les deux figures ci-après font comprendre d’un seul coup d’o^ii 
le phénomène ainsi que la différence entre le cas où l’observateur 
seul est mobile et le cas où la source est en mouvement. 

Ces figures représentent, autour de la source A, un train 
d’ondes émises à des intervalles de temps égaux à la période de 
la source; ces ondes sont sphériques et deux ondes consécutives 
ont des rayons qui différent d’une loxigueur d’onde \r=:VT^, 
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ceiitriques; la distance qui sépare deux ondes successives sur une 
droite quelconque passant par A est égale à a. La liauleur du sou 

Fig. S, 


perçu par l'observateur est égaie au nombre des ondes qu'il i’(‘(;oit 
dans Tunlté de temps. Si robservateur se dirigiî vm's la source, il 
reçoit un plus grand nombre d’ondes dans l’unité de lein]>s cl par 
conséquent, perçoit un son plus aigu; s’il s’éloigiu^ de la source, 
il perçoit, au Contraire, un son plus grave. Ce qui est vhnn^’r. 
par le fait da moave?nent de Vobservateur. Cest Ut vitesse du 
son relativement à l'observateur ; pour lui, le sou a une vitesse 
V — (V’y, étant la vitesse de l’observateur conipléi^ |)(>sitivemenl 
s’il s’éloigne de la source. 

Considérons, d’autre part, une source vax uiouvémeut; l(»s 
sphères ne sont plus concentriques : elles sont plus siutccs dans 
le sens du mouvement, plus écartées dans le sens opposé, la diHc» 
rence des rayons de deux sphères successives étant d’ailleurs tou¬ 
jours égale à A. Ce qui est change.^ par le fait du nwuvement de 
la source.^ ce tdestplus La vitesse relative du son. c\jst la dis- 
Lance des ondes^ c^est la longueur d^onde pour Cohserv<tieur. 
Dans le sens du. mouvement, celte distance )/ d(‘s ondes succ.es» 
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sives est égale à X, diminuée du déplacemcuL do la source 

)/ = X-.v,T^ 

up.v étant la vitesse dé la source. 



Le cas du mouvement de rol)scrvateur et celui du mouvement 
de la source sont donc, par leur nature même, essentiellement * 
dilTérenls. 

Nous remarquerons que le maximum d’effet a lieu, dans un cas 
comme dans l’autre, lorsque le mouvement de l’observateur O et 
celui de la source A ont lieu suivant la droite OA; suivant une 
direction normale à OA, si l’observateur et la source sont à une dis¬ 
tance assez grande par rapport à X, l’effet du mouvement est négli¬ 
geable. Nous ne considérerons donc que les vitesses radiales; 
nous désignerons par Wo la vitesse radiale de l’observateur (c’est- 
à-dire la projection de sa vitesse sur la droite OA), et par la 
vitesse radiale de la source. L’air est supposé immobile. 

Comptons les vitesses radiales positivement ^ dans le sens 
source observateur. La formule générale qui donne la période Tq 
du son perçu par l’observateur s’obtient immédiatement : il suffît 






/î t^^fîr X' 
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d’écrire qae 

vitesse relative du son x pôriorle du sou entendu 
= distance de deux ondes successivTSj 

c’est-à-dire 

f V — tPo ) To = )/ = - (PA i; = ( V — (PA ) 'r A, 


CesL la forinule exacte; mais si les vitesses (v^q et sont j^etites 
par rapport à la vitesse du son, ou peut écrire en aj)]-)claiit iv la 
vitesse radiale relative n'o— (I’a de la source et de robservaleur, 
comptée positivement comme vitesse d’éloigncmeiit, 

0-7) T„=T.(.4-ÿ). • 

Dans cette formule, c’est seulement à titre d’approximation, 
dans le cas des faibles vitesses, que la vitesse reluiive intervient 
seule. Si les vitesses sont comparaldi's à celles du son, la dlHe- 
rence entre les deux cas de la source (ui mouveuieiU (‘t de l’obser- 
valenr en mouvement devient considérable : par (‘xcmplc, si 
robservatoiir s’éloig'nait de la source avec la vitesse V, il 

n’entendrait aucun son, tandis que, l’observateur élant immül)llc, 
si la source s’éloignait de roliservateur avec la \itessc fVA= V, 
robservateur, recevant deux fols moins d’ondes par unité de 
temps, entendrait un son qui serait l’oclavc grave du son (unis- 

Ondes électromagnélîcjaes. — Dans le cas des ondes électro¬ 
magnétiques, il est bien évident que la tliéorle précédente ne peut 
pas s’appliquer. 

Il n’est plus possible de délinlr des vitesses cpo, iVj^ par ra|)port 
à un milieu de propagation, seule la vitesse relative e de la source 
par rapport à l’observateur a une signification et seule ct^LLe vitesse 
doit figurer, non pas seulement dans une formule approximative 
nomme (2-7), mais dans la formule exacte. Pour les ondes 
sonores, la vitesse du son relativement à l’observateur dépend de 
îa vitesse de l’observateur par rapport a l’air; pour les ondes 
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élpxLromagiiétiques J la vitesse de propagation est toujours la cons¬ 
tante c. 

La théorie peut être présentée très simplement de la façon sui¬ 
vante ( ' ) : 

Soit un observateur O qui reçoit le rayonnement émis par une 
source A d’ondes électromagnétiques mobile par rapport à lui 
avec la vitesse e. Dans le système de l'éférence lié à robservateur, 
la pertui'bation émise par A à l’instant t arrive en O à l’instant 

i H- ^ (r = AO). 

Au bout d’une période, de durée G dans le système lié à O, la 


Fig, 10, 



source est venue au point A(, à une distance p6 de A, et l’instant 
d’arrivée en O de la perturbation correspondante est 


(/'!=: AO). 
c 

L’intervalle de temps entre les arrivées en O, ou période appa- 


(q D’après une Note rédigée par M, Langevin. 
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rente Tq pour roI>servateiu* O, est 

c 


SI la période est assez courte pour que AA, = eO soit une dis¬ 
tance très petite par rapport à la distance AO = /•, on a, en dési¬ 
gnant par O l’angle de la vitesse de la source et de la direction 
observateur-source prolongée, ou, ce qui est la meme chose, 
l’angle de la vitesse de l’observatenr par rapport à la source et du 
rayon lumineux, angle mesuré dans le système de l’observateur, 

/’i — /■ = AA-i cos O = pO cos O ; 


car est l’intervalle de temps propre entre deux émissions, alors 
que 6 est rintervalle de temps mesuré dans le système de l’obser¬ 
vateur (iO“( 3 , 11° 25 ). 

La formule exacte de l’effet Doppler est donc la suivante ; 

( 4 - 7 ) T» 5 (*+?)- 


(V étant la vitesse radiale de la source par rapport à l’observa¬ 
teur, positive si la source s’éloigne, négatlvci si la source si; rap¬ 
proche. 

C’est la formule qu’on donnait autrefois: i" en ap[)li((uant la 
formule approximative de Taco us tique (2-7) ; 2° en con.sidé- 
rant G comme la période de la source. 

Dans Fancienne théorie, on commettait ainsi une double erreur, 
car : 1° la formule (d-^) est exacte, et non approximative conini(^ 
en acoustique, en ce qui concerne parce que la vitessi*. 

de la lumière est une constante; 2° elle n’est qLFa])])roxlmaLive si 
Ton prend G comme la période de la source, 

Nous savons, en effet, maintenant, que 0 n’est pas la période! 
propre de la source, c’est-à-dire la durée qui sépare deux phases 
égales de l’émission dans un système lié à la, source. Soit la 
période propre de A, on a 

TA=:aO, . 










' " - ■ ■ ‘ - - — -^ 
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Pour O = O, on a Ve ffet Doppler longitudinal 


(5-7) T„ = T,i(n-^)=T^ 

Pour cp = ^, O et Toii a Veffet Doppler traiisversal^ que 
ne prévoyait pas la théorie ancienne, 

(6-7) (ouTo=0). 

L’effet transvoi'sal est d’ailleurs simplement l’expression de la 
dilatation du temps (n*' 23). La source A, vue de O, est une hor¬ 
loge qui retarde par rapport à une horloge, constituée par la 
meme source, lice à l’observateur O. 

Il reste bien entendu que, dans les applications aux vitesses des 
astres, les vitesses l'elatives étant extrêmement petites par rapj^ort 
à c, a peut être confondu avec runité : l’effet transversal est négli¬ 
geable et la formule pratique est toujours la même que dans 
l’ancienne théorie. 

30. Théorie de Taberration. de la lumière. 

Au commencement du siècle dernier, Bradley a découvert que 
les coordonnées des étoiles varient dans le cours de l’année. 
Chaque étoile décrit sur la sphère céleste une ellipse dont le grand 
axe est 20 '',5 et dont le petit axe est 2o'\5 sinX, A désignant la 
latitude céleste (comptéci à partir de l’écliptique). 

Cet effet ne peut pas être attribué a la parallaxe, c’est-à-dire au 
diamètre aj^parent sons lequel, de l’étoile, on verrait l’orbite de 
la TeiTe, car la parallaxe donnerait une ellipse dont le grand axe, 
inversement proportionnel à la distance de l’étoile, n’aurait pas 
une valeur constante ('). D’ailleurs, le mouvement de l’étoile se 



(^) Pour les étoiles <lont lu luiuicro nous vient en moins cruno trentaine 
d’années, la parallaxe est appréciable cl son cflcL sc superpose à l’aberraLion de 
la lumière. Corrigeant les oliservalions de rcflTcl d’aberration, on calcule la 
parallaxe et, par suite, la distance à la Terre. 
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produit à 90*^ de calui qui résulterait de la parallaxe : le déplace¬ 
ment a sa plus longue élongaüou lorsque la Terre se nio.iil, sur 
son orbite, normalement à la direction de l’étoile. 

Ancienne théorie. — Supposons que la source E soit immo¬ 
bile, et qu'une ouverture A et un ol3servatcur B soient animés 
d’un même mouvement de translation. Admettons, en outre, que 


Fig. ir. 



les oades lumineuses se propagent dans le vide ou dans un milieu 
tel que l’air, qui ne leur imprime aucun entraîneinenl sensible 
'Soient E la source, A la position de l’ouverture, B la position 
de 1 observateur à un instant déterminé. La lumière ira altelndiv 
la trajectoire de l’observateur en un point B' situé sur le nrolou- 
gement de EA et y arrivera au bout du temps 


C 
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Si l’observateLir se trouve en ce moment en B', il j)m'çoiL la 
lumière, mais T ouverture n’est plus alors en A, car pendant le 
temps L elle s’est déplacée de AA'=: c/, c étant la vitesse du mou¬ 
vement de translation de roJ^servateur. L’étoile est donc vue dans 
la direction B^A' ou BA. 

Si l’on désigne par o l’angle de la vitesse de l’observateur et du 
rayon lumineux venant de l’étoile, parcp^Tanglc de la vitesse et du 
prolongement de la direction apparente de l’étoile, par e l’angle 
d’aberration O — on a 

sine _ AA' r 

— sincp A IV ”” c 

(p' étant très petit, 

(’ . 

g --s I n CD. 

c * 

Airy a constaté que l’aberration est la môme avec une lunette 
pleine d’air ou pleine d’eau. On peut déduire de ce fait la formule 
de Fresnel (n® 19) (entraînement des ondes). 

Sans doute le raisonnement qui précikie donne pratiquement la 
valeur de l’aberration, mais il est, an fond, inexact, car il ne tient 
pas compte de la relativité des longueurs et des angles. 

Nom>etlc théorie, — Imaginons des observateurs placés sur 
l’orbite de la Terre, mais ne participant pas au mouvement de la 
Terre autour du Soleil. Ces ol)scrva.teiUr.s .ajppartiendrontâ un sys- 
Uune S dans lequel la direction de l’étoile E sera fixe, si cette 
étoile est assez lointaine pour pouvoir être considérée comme infi¬ 
niment éloignée. 

La Terre constitue, à cliaque instant, un système S' en mou¬ 
vement relatif par rapport au système S. Nous allons chercher 
quelle est la direction de l’étoile pour un oLservateur entraîné 
avec la Terre. 

Soit T une position de la Terre sur son orl)ite; dans le sys¬ 
tème S, prenons comme axe des x la direction Tx de la vitesse 
do translation r autour du Soleil, pour plan des xy le jdan de la 
vitesse et de la direction TE de l’étoile E. Dans le système S, le 
départ de E d’nne onde lumiaieuse reçue en T a pour coordon- 


OU, t = <D - 

(7-7) 
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nees 


X — — rcoso, JK =—/'sincp, 


: 0 , 


t =- 


r étant la distance TE de la Terre à l’étoile, o Paiigle de la vitesse ç 
avec le rajon lumineux venant de l’étoile; rorigine du temps est 
l’instanl où l’onde arrive en T. 

Fig. 12. 




Prenons maintenant comme second système S' un système 
animé de la vitesse p par rapport a S, les axes étant on coïncidimee 
avec ceux de S à l’instant t = t'=zo, où l’onde est reçue en T. 

On a, dans ce système S', qui est celui de l’observateur lié à la 
Terre, 

x’= -{x — vt) = — cosçj, / = =—.rsinç. 

Pour l’observateur entraîné avec la Terre, l’angle de la vitesse 
et du rétyon reçu est to\ tel que 

<8-7) tangf=2^= _ÎLli!LL_. 

X P 

cos 9- 

c 

En ne conservant que les termes du premier ordre en-, ou 
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retrouve l’ancienne formule (7-7) 

, P . 

e = (D — O = -i— sinci. 

». c ' 

L’étoile est donc vue, à chaque instant, dans une direction 
faisant l’angle “Sincp avec la direction TE qu’elle aurait si la Terre 
n’était pas en mouvement autour du Soleil. Le maximum d’écart 
est ^ pour cp , c’est-à-dire quand la vitesse de la Terre est nor¬ 
male à la dix'ection de l’étoile; le minimum est-sinA, A étant la 
latitude céleste de l’étoile. 

La mesure du erand axe donne 20 ",5 ou - = ^‘ ; on on 

® ’ c iSo.Sboo"^ 

tire p = 29,8 km : sec, ce qui est bien la vitesse de la Terre sur 

son orbite. 


31, Effet Doppler, aberration et entraînement des ondes (*). 

On peut établir les résultats qui précèdent, sous une foiune plus 
générale qui présente en meme temps l’avantage de mettre en 
évidence la connexité entre les trois phénomènes : effet Doppler, 
aberration et entraînement des ondes. 

Nous supposons toujours la source à grande distance et, par 
suite, nous considérons un rayonnement par ondes planes |)ério- 
diqiies. Si divers observateurs en translation unifoiune les uns pai* 
rapport aux autres examinent ces ondes, nous pouvons cbercluu' 
comment varient des uns aux autres : la période (effet Doppler ), 
la direction (aberration) et la vitesse de propagation (entraîne¬ 
ment). 

Soit une onde L se propageant par rapport au système de réfé¬ 
rence (Oxyz) avec la vitesse normale c^ = {n indice du miliiui 
par rapport au vide), , dans une direction faisant l’angle cp av(‘c 
l’axe des x et située dans le plan ocOy. Si nous choisissons l’ori¬ 
gine du temps au moment où l’onde passe par l’origine des coor¬ 
données, l’instant t auquel elle atteindra im''point P de coordon- 


(*) D’ain*cs une Note tic M. P. Langevin. 



nées z sera évidemment 

PQ .V coscp-h y sio cp 

~ ~ ~~ Cl 


Si des ondes de même phase se succèdent à intervalle T (période 

Fiÿ. i3. 



pour les observateurs du système (Oxyz))^ les instants de passage 
en P des ondes successives seront 


(9-7) 


t=: -i-ysincp 

“ Cl 


k désignant les nombres entiers successifs. 

Introduisons maintenant un second système de référence 
x'y z') mobile avec la vitesse e dans la direction Ox par rap¬ 
port au premier, et dont F origine se trouve en O à l’origine des 
temps. Les passages des ondes en un point fixe par rapport à 
seront notés de manière analogue : 

/ N w cosep'-H / sino' 

(10-7) - -^ kr . 


Il suffit de remplacer dans (9-7) x^ jy t en fonction de x'j. 
t' par les relations du groupe de Lorentz 



oc = vt 

a 
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et d'identifier le résultat avec (10-7) pour obtenir les relations 
suivantes : 




T r / pcosgX 1 / 71PC05C 

r = â7—= 




('3-7) 


COSCp (' 

cos g' Cl c2 

" f ” î 

C\ PCOSrp 

Cl 


sln o' 


Cl 


(■ 


a sincp 


P 

— — coscp 


ÎMi formule (11-7) exprime l’effet Doppler. Si l’on prend pour 

système Oæyz un système lié à la source, pour système O'x'y'z^ 

un système Hé à l’observateur, et si l’on fait /^ = I, on retrouve 
' . . 
le résultat précédemment établi. La formule (11-7) devient 


(i4~7) 


T'= Ta 


r — 


r 

P cos 9 
c 


Ce n’est qu’en apparence qu’elle diffère de (3-7) ou (4-7) ' 
l’angle qui figure dans ( 3 - 7 ) est mesuré dans le système de 
l’observateur, alors que celui qui figure dans (i 4 ~ 7 ) est mesuré 
dans le système de la source. Introduisons l’angle cp' du système 
de l’observateur; la formule (ia-7) donne, pour /i ~ i, 


(i5-7) 

et 

(16-7) 


P 

coso- 

‘ c 


P COSü 
I-^ 

c 


, P 

coso H- 

‘ c 


P coso' 

I H-^ 

. c 


Remplaçant coscp par sa valeur en fonction de cp', la formule 
(14-7) s’écrit 




C’est bien la formule précédemment établie. 
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Les formules (12-7) et (13-7) exprimeiil à la fois Tentraî- 
nement des ondes et l’aberration de la lumière. Divisant (i 3 -~) 
par (12-7), nous obtenons la formule 

^ , a si no 

(17-7) tangcp =- 

co s O- 

‘ C /L 

qui, pour /? — i, redonne la formule (8-7 ). 

Dans (12-7)5 faisons cp = - ou o, nous avons 



C’est bien la formule d’entraînement (n^ 19 ), telle qu’elle résulte 
de la loi de composition des vitesses 


32. La rotation mise en évidence par un effet optique. 

Expérience de Sagnac (^). 

Sur les bords d’un disque plan sont disposés, tangentiellement 
au disque en Mi, lVl2, M^, trois miroirs plans. Les points M,, 
Mo, M;î forment trois sommets d’un carré dont le cjuatriéme sommet 
est P; en ce point P est placée, normalement à la circonférence 
du disque, une lame semi-rélléchissante. 

Ln faisceau lumineux issu d’une source S tombe sur la lame 1^ 
sous rincldence de 45 '^ et est partagé par cette lame en deux 
rayons, l’un réfléclii, l’autre transmis. Après réilexions succes¬ 
sives sur les trois miroirs, cliacun de ces rayons se sépai'e lui- 
même, au retour en P, en deux rayons. Deux des quatre rayons 
ainsi obtenus interfèrent en P/i, où se trouve placée une plaque 
photographique dans le plan focal d’un objectif. 

La source S et la plaque P/^, ainsi que les miroirs et la lame, 
sont solidaires du disque; l’ensemble peut tourner autour du 
centre du disque. Quand le disque est au repos, les chemins par- 


(') Comptes rendus de VAcadémie des Sciences. 
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courus par les deux rayons qui inlcrfèrenr. sonl égaux cl îes franges 
sont pholographiées dans la position qu'elles occnpenl dans ces 



(‘ondilions. Lorsqu'on fail tourner le disque, on eonstale que le 
sjstèiue des franges se déplace, et on le pLoIograpliie dans sa 

nouvelle position. Les mesures ont révélé un déplacement 

évalué en nombre de franges, S étant la surface du carré dont les 
(Mjtés sonl décrits par les rayons lumineux, et co la vitesse de rota¬ 
tion du disque. 

On a vu dans ce résultat une objection à la théorie de la réla- 
tivité; c’est là une profonde erreur : Texpérience prouve, par une 
méthode optique, le fait déjà connu par des expériences méca¬ 
niques — le gyroscope et le pendule de Foucault — cjue la rotation 
ne présente pas les memes caractères cpdune translation uniforme 
{ 5), que les phénomènes ne sont pas les memes dans un système 

accéléré et dans un système en translation uniforme ( * ). 

Voici la théorie de l’expérience de Sagnac (-). 

Le disque employé avait un diamètre de 5o‘'*“; la vitesse de 
rotation était de i à 2 tours par seconde. Dans ces conditions, il 
est absolument inutile de tenir compte de la contraction de Lorenlz 
et de la dilatation du temps; tous les effets du second ordre sont 
négligeables. 


(*) Nous verrous cependant en relalivité généralisée que les lois des phéno¬ 
mènes sont les mêmes dans tous les systèmes de référence, mais à condition 
d’introduire dans chaque système un champ de force particulier. Ce champ de 
force est nul dans le cas de la translation uniforme, et c’est précisément l’absence 
de force d’inertie qui caractérise la translation uniforme. 

(^) D’après Max yon Laue, Die Relatwitàtstheorie^ ^ 9 ^ 95 P- '^4 P- 
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Considérons la figure ci-dessous : les quatre droites représentent 
le trajet de celui des rayons qui cliemine dans le sens de la rotation 


Fig. i5. 
^2 



(sens supposé direct) du disque. et fo sont les posillous (1<; la 
lame au départ et au retour du rayon considéré. 

La première question qui se pose est de savoir si, lors(|U(‘ l(^ 
disque tourne, le rayon issu du point duntersection de la lanH‘ 
et de la circonférence du disque revient au inéme point de la lame, 
en Po, après réOexion sur les miroirs. Il en est évidemnnmt ainsi 
si Fangie d’incidence et l’angle de réllexion sur chacun d(;s miroirs 
sont égaux malgré le mouvement de ceux-ci. Considérons i’uu d(‘s 
miroirs; dans le système de ce miroir, il y a égalité eiitni l’aiigh^ 
d’incidence et Fangie de réflexion; voyons s’il en est de mém(‘ 
dans le système de l’observateur. Les angles du rayon îiniu; h; 
miroir sont les angles formés par le rayon et la vitesse ladative, 
puisque le miroir étant tangent au disque, la vitesse du point d(i 
contact est parallèle au plan du miroir; la formuhi de l’aber¬ 
ration (16-7) 

, P 

cos O- 

‘ c 

COSO= - 

I-co s CD 

c ‘ 

prouve que lorsque deux angles avec la vitesse relative sont égaux 
dans le premier système, ils sont égaux dans le second systèim^. 
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Par suite les angles crincldcnce et de rélïeNiun sont <'‘gau\ <laus le 
système de Foliservateiir; tous les angl(‘s cp marqués sur la figma* 
sont doue égaux, le retour <lu rayon issu d(; sur la (urcou- 
férenee du disque, a bien lieu eu Ib, toujours sur la eiiaanilérenee, 
et ce rayon l'ait avec la laine le ménu^ angle au di'qiart (9, au 
retour. 

Soit le tem])s que met ])oui‘ alhu- d(‘ P, à Ib 1 <î rayon (jui 
tourne dans le sens direi^.t diis rolalions; a[)j>(‘l()iis 0 raiigle au 
eentre qui sous-tend clia{|ue cordc.yjoignanl les points (l(^ r('‘lle\i()n 
sur deux miroirs consécnitirs. On a, r désignant b* rayon du 
disque, 

S /• . 0 

t.y. — — sin - J 

c 

<‘arl(‘ rayon parcourt quatre cordes d<‘ longueur ‘M' sin 
Lorsc[ue le disque est immoliile, on a 

40 = ?.;:; 

■([uand il (‘st en rotation, /[(} est aianai de 

40 = H- Cü/+. 

Eliminant 0 entre cette relation et la [iréiMulmitcq on obtient 



De ménng pour le rayon (duuuinaiit en s(‘ns lnvei‘S(i d(^ la rotai ion 
■du disque, 011 trouverait : 

8 /• . Pi/ “ 

t__ = — s ni - ( t: — - ) 

e \ •>. / _ 

Ira dinérence de ces deux l.emps est 

^ l()/' r r / r,) of.Y . 1 / 

0/ _ /+-/_= _<.üs|^-y + — jJ s,u| -(A„+r..) 

Jusiju’ici le calcul est rigoureux, étant bien entendu (pie les correi'.- 
tions de relativité sont absolument négligeables. Nous pouvons 
faire maintenant les approximations suivantes : la vitesse (bi rola- 
lion étant pelite, nous négligeons les termes du second ordre en co, 
<t) 0 ^ devant t:, nous posons le cos égal à (.os ^ nous écri- 
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8 () 

vons enfin 

(O ( H- /_ ) = 2 OJ /i). 


^0 étant le temps de parcours quand le disque ne tourne pas, 
c’est-à-dire 

8 /• . ::: 

— — sni - • 
c 4 


Né^iigeanl devant i, nous ])osons sin^/^„ —t;t nous 

trouvons, comme formule approchée, 

8 oi /•- 4 S 

c- c- ^ 


S étant la surface du carré. 11 suffit de diviser jjar la période y 

de la lumière pour oljtenir le rapport du déplacement des franges 
à leur largeur, savoir 

c ot 4^'^ S 
À c 1 ’ 


en accord avec les mesures de Sa^nac. 

O 



CHAPITRE VIII. 


LE EIIAMP ÉLECÏROMAGNÉTIQÜE. 


33. Transformation des équations de Maxwell 
pour Fespace vide (^). 


Soient X, Y, Z les coinposanles du vccLcul* force électrique (eu 
uiûLcs électrostatiques), L, M, N les composantes du vecteur force 
magnétique (en unités électromagnétiques) au point d espace, z 
et à Tépoque t du système S en translation uniforme. Les équa¬ 
tions (îe Maxwell, pour Tespace vide de matière, robservateur 
étant au repos dans le système de référence, s’écrivent : 


I àX 


iM 

î ^ 

ÔY 

OA 



c dl 


-JT’ 

c 'dt 

— ~dz 

^1/ 



I ô\ 

dL 

dX 

~ 

I 

d'A 

d\ 



c dt 

~ dz 


c dt 

dx 

dz' 

-- 


I rJZ 

dM 

dL 

\ d^ 

ù\ 

OY 

O*?- 


C dt 

dx 


c dt 

" dy 

dx ■ 




Supposons que le même champ soit observé dans un second 
système S' en translation uniforme, animé d’une vitesse e par rap¬ 
port au premier système S. Pour passer aux. coordonnées 
z', {/ du système S^ nous devons effectuer les transformations 
d’esj>ace et de temps données par les formules de Lorentz; conser¬ 
vant la disposition d’axes précédemment adoptée, nous obtenons 


(1) A. Einstein, Ann. d, Physik, t. 17, iqoS. 

liKCQüERHL 
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les équations : 



1 c àt’ <)y 


Le principe de relativité exige que, pour un oliscrvalinir au ]'(‘pns 
dans le système S^, les équations de Maxwell soimil eiu'ori' véri¬ 
fiées, c’est-à-dire qu’on ait, dans le système S', l(‘s è(|nations 
(i-8) avec des lettres aecentuées : 


' l 

éX' 

_ dY' 

dM' 

I 

à\/ 

__ 

or 

1 “ 

dt' 



c 

~dtJ 

dz' 

dy 

11 

ÔY' 

àL' 


I 

^)iM' 

dv: 

d\' 

1 ^ 

Ôi' 

” dz' 

d.v' ’ 

c 

~ô7 

dx' 

_ ^ 

1 I 

àV 

dM' 

d\J 

I 

dr 

d\' 

0\' 

1 c 

àt' 


à/' 

c 

JF 


d:r' 


X^, \Z'désignait l^^^composantes du champ éle(‘triqu<‘, 1/, M', IN' 
les composantes'âu-^L^nrp'^inagnétique dans le syslènui S'. L(\s 
équations (2-8) et ( 3 - 8 ) doivent être les mènuAs, ciw (diacun <!<* 
ces deux sj’^stèmes d’équations est équivalent aux équalions <1<^ 
Maxwell pour le s^’stème S. On a donc, ']>(c) étant un<^ ronctiou 
qui ne peut dépendre que de la vitesse relative : 

Y' = è(. ) i (Y - N), M' = ^(. ) i (m + j; /.) , 
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Si Ton fait Finversioii de ces équations de deux iiianières dilFé- 
rentes : i'' en les résolvant par rapport à X, \ , Z, 1^, Al, N ; en 
permutant les lettres accentuées <n, non acreiihiées (îl eJiani;eanl 
en même temps e en —e (puisque - -v' est la vitesse du syslénn* 
relativement au système S), on doit oblenir deux systèmes iden¬ 
tiques. On troine ainsi 

t^(' r ) '^(- t' j =r= I . 

La symétrie (') exigeant qu’on ait aussi 

^(e) 

on Noit que 

•>(r) 1. 

I.es rormul<‘s de I ranslormatiou des v{;et(uirs él<un riqu<M‘l ma- 
f^iiétique sont doiuy (ui définitive, 


H 


i;= L, 



1 I / 

Y'=-(Y- 

-N), 

M'= - 1 

{ M H- 

-A 

i ^ 


a 


J 

i I / 

l» \ 

. 1 

/ . 


Z'= i( Z H- 

-M ), 

N'= i| 

N ^ 


\ \ 

/ 

a 


J 


Ainsi, les ('‘quations fondamentales du champ électromagiu'ï- 
tique ( - ) p,ardenl, leur structure dans tous les systènnrs (<?//. Ij ii/is- 
latioîi unifornie) à (‘ondition : i'^ d’enectucr l(;s transformations 
de coordonnées (respace et d(‘ temps du ^roujX' dt; Ijorentz; 
a" d’eire(‘lu(‘i‘ l(‘s ll’ansfoi'iuations pom* hrs \c<U(‘urs èle(‘tricpi(; 

(‘t magnétique. 


34. La force électrodynamique et les phénomènes 
d’induction. 

\' a ) résultat exprimé jiar 1(‘S formules (4-8 ) est du j)lus liant 


(') Supposons par exemple (juc dans le s^'sLèine S la cotnposanLe N soit seule 
(linérente de zéro; il est clair que, par ehau^^ernent de signe de r sans chaug<'.- 
ment de valeur miménquc, Y' doit aussi changer de signe sans cliaiiger de valeur 
numérique. 

(-) Nous verrous en relativité généralisée (|ue les équations de Maxwell sont 
une foruui dégénérée (.rune forme tcnsoricllc valable dans un système <jucl- 
coiiquc. 
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intérêt; il montre qu'un champ électrique et un champ iiiai’nélique 
n'ont pas d'existence absolue; leurs intensités respectives sont 
relatives au système de référence dans lequel on le s observe. 

Supposons par exemple que dans le système S il ne rè^ne qu un 
champ magnétique, que le champ électrique y soit nul : 

X = V = Z =r o; 


dans le système il existe, non seulement un champ magnétiqini 


L'=L, !N'=iN, 

’ a a 


mais aussi un champ électrique 
X' = O, Y' = — 


a c a c 


Le champ, qui pour le système S est un pur cliamp magnélicnKy 
est un champ mixte pour le système Sh 


Loi de Biol el Saeart, — Le résultat qui précède nous faitvoii* 
la loi fondamentale de rélecLromagnétisme sous un aspect nouveau. 
Supposons une charge ponctuelle qui, mesurée dans le système S, 
soit égale à l’imité, c’est-à-dire une charge qui, imniobih^ dans S, 
exerce sur une charge égale distante de une force égali' à 
i dyne. D’après le principe de relativité, cette c]iarg(i éleclri([U(‘ 
est aussi égale à i si on la mesure dans le système S' (l’invariaiua' 
de la charge sera démontrée plus loin n" 38 ). 

-v 

Si cette charge est immobile dans S, le vecteur A (X, ^ , Z ) est, 
par définition, égal à la force qui s’exerce sur elle. Si la charge est 
immobile dans S' (du moins à l’instant considéré)^ la força; (|ui 

agit sur elle, mesurée dans le système S', est égale au vecteur /d 
(XS Y', B), 

On disait autrefois, si une charge, e est déplacée avec une vi- 
tesse c dans un. champ électromagnétique A, U, deux forces 

î ^ — y 

mécaniques s’esercent sur elle : i** la force eh; 2 “ la force élcclro- 



CHAPITRE VIII. 


LE CHAMP ELECTROMAGNETiQDE, 


dynamique égale au produit, vectoriel 

Nous devons dire, avec Einstein : si une charge e est déplacée 
dans un champ électromagnétique, la force mécanique agissant 
sur elle dans son système est égale au produit de e par la force 
électrique qui règne dans son système, c’est-à-dire est égale au 
produit de e par la force électrique présente au point ou elle se 
trouve, obtenue par transformation du champ pour un système de 
référence immobile par rapport à la charge. 

Supposons, pour simplifier, le champ magnétique il (système S) 
parallèle à O y, et la cliarge animée d’une vitesse r parallèlement 
à O.r. D’après la troisième des équations s’exerce sur 

elle, dans un système S', une force mécanique parallèle à 0 :^^ : 

a c 

Nous verrons bientôt (n‘^ 40 ) que, dans le système S de l’ob¬ 
servateur, cette force a pour valeur F = aF^ ; on a donc 

F = aF'= -evU. 

c 

(produit vectoriel) 

est rigoureuse, car a ne s'introduit pas pour les mesures faites 
dans le système S de l’observateur. 

Nous voyons aussi disparaître une dissymétrie qui, dans l’an¬ 
cienne conception, ne correspondait pas à la réalité des phéno¬ 
mènes observés : il s’agit de l’action réciproque entre un aimant 
et un conducteur. L’expérience prouve que, pour un meme mou¬ 
vement relatif de l'aimant et du conducteur, le courant d’induc¬ 
tion qui prend naissance est le même. Or, si l’aimant est mobile 


(*) La force électrod^'namique, normale à la vitesse et au vecteur magnétique, 
présente les caractères d^une force d’inertie et non d’une force appliquée. 


Ainsi, la formule ancienne 


F = - H 

c ' 
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et le circuit fixe, la théorie prévoyait la production d’un champ 
électrique, par variation du champ magnétique, d^n'i production 
d’un courant dans le circuit ; mais si Faimant est fixe et le conduc¬ 
teur mobile, il n’y a pas production de champ électrique dans le 
voisinage de Faimant, et cependant le courant d’induction se 
manifeste comme dans le cas précédent. D’après la théorie 
d’Einstein il est bien évident qu'il n’j a aucune dissymétrie entre 
le cas de Faimant mobile avec circuit fxe et le cas du circuit 
mobile avec aimant fixe, car, dans un cas comme dans Fautre, il 
se produit dems le système de référence lié au conducteur le 
meme champ électricjue. 

Loi de Linduction. — Soit, dans le système S de l’observa¬ 
teur, un champ magnétique M parallèle à Oy. Nous avons, dans 
ce système, 

X = Y == Z = O, L = X = O, M ^ O. 

Dans un système S' animé, par rapport à S, d’une vitesse c 
parallèle à Ox. règne, d’après (4-8), le champ électromagné¬ 
tique 

X' = \'' = O. Z' = i - M, L' = X' = O, M' = i. 1\] . 

Supposons une tige conductrice de longueur /, orientée paral¬ 
lèlement à O^, et. animée de la vitesse o; cette tige est soumise, 
dans le système S' par rapport auquel elle est immoliikg au cliamp 
électrique Z\ Alors une modification va se produire : les électrons 
présents dans la tige, soumis à Faction du champ Z^, vont s’accu¬ 
muler à une extrémité jusqu’à ce qu’il en résulte un cliamp élec¬ 
trostatique — TJ faisant équilibre à 7 J. Le champ électrique 
s’annule donc dans la tige de sorte qiFaprès cette modification on. 
a dans la tige 

X = Y^=Z^=o. 

Pour l’observateur du système S, le champ dans la tige n’csl 
pas nul, on le calcule aisément en prenant les formules de 
transformations inverses de (4-8), c’est-à-dire en permutant dans 
(4-8) les lettres accentuées et non accentuées et remplaçant c par 
— c). Faisant X'=:Y'=Z'=o dans ces formules inverses, 
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^7 


on a 

X = Y = O, Z = — - -M', L = N = O, Îiï = ‘ M'; 

a c 7. 

d’où 

Z = — - M. 

C 

La clilFérencc de poLcntiei entre les extrémités de la lige (en 
unités électromagnétiques) est, pour robservateur, 

= —(>/M, 

r/ M est le Ibix coupe parla lige dans l’iinilé de temps. C’est la 
loi bien connue de l’induction. 


35 , Retour sur Feffet Doppler et sur Taberration 
de la lumière (Théorie b’Einsthin) (^). 

Dans un système de référence S, supposons une source d’ondes 
électromagnétiques suffisamment éloignée pour que les ondes 
puissent être considérées comme planes et représentées par les 
('‘quations 

j \ X,) siii fl>, L— 

l \ sim!», i\'l “ 

() / Z = Z„ siioï», N — ]N„sln<l>; 

(X-o, ^'o,/j()). ( L,>, Mo, N„) sont les vecteurs ([ul déterminent 
ramplitude du train d’ondes; cyo, a.t sont les cosinus directeurs 
de la normale aux ondcis. Nous allons clierclier quel est ras])ect de 
ces ondes pour un observateur du système S' animé de la vitesse e 
j)ar rappoj‘t à S (disj)osilion d’axes habituelle). 

I^ir application des formules (4-8) pour les transformations des 


(') Ann. d. Physik\ L. 17 , kjoS. 
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vecteurs électrique et magnétique, nous obtenons 


/ X' = 
Y 


Xo 


U = 


L,) sin4>', 


'= ifYo— - N(,') sin'I*', W'= i (m„+ - Z») sin'I»', 

a \ c / SC \ c . / 


( 6 - 8 ) ■ 


Z' = i (Zo -t- i M« ) sinÎN' = - ( No - 7 Yo ) sin 


^ «I + "2.r' + «3 \ 

- 3 -; 


Comme on a 


X = Xo sin^b, 


et que 

on a nécessairement 


X = X', 


<ï> = 


x; sillc^' 

Xo=:X'o, ■ 


Donc est un invariant de la transformation de Lorenlz.. 

Dans la théorie vectorielle ordinaire, lorsque la somme 

A 1 Ib ■+■ Xo t >2 -f- A 3 1>3 

des trois composantes A,, A.2, A3 d’un vecteur par trois grandeurs 
B,, B,, B3 est un invariant pour toute transformation d’ax(‘s 
orthogonaux, B|,B2,B3Sont les composantes d’un vecteur. Ce 
théorème s’étend aux vecteurs à quatre dimensions. 

Posons 

et = U. (p = -^{ii — — a^y — « 3.0 ), 

.cr, u^l —1 sont lés composantes d’un vecteur d’ünivers qua- 

dridimensionnel (^*, y, ^ composantes d’espace, u composante de 
temps); puisque <ï> est un invariant, 


coai 


O) a-y 

c 


oi a,} 
c 


(O 


c 


sont aussi les composantes d’un quadrivecteur ; par conséquent 
toai , CO«27 7 CO se transforment comme j', üï, ?/, c’est-à-dire 

conformément aux formules de Lorentz. De meme que 
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L,i'a\ = - ^to ai — ~ ; t./ a\, = to a, ; (o' a'.^ = to <23 ; 


OÙ Ton lire 


.o = -uo--.a, ; 


, I / \ 

(0 = - tO ( I (7 , - , 

a V cj 


\ c 


Solenl. T la période [iropre de la source (système S), T' la 
'‘riode |)Oui‘ rohsiirval.eur du système S\ cp l’angle de la vitesse c 
, du rayon lumineux dans le sysLèimi S de la source, o' rangie de 
vitesse e et du rayon rcani par robservateiir; on a 

•A” , 'ATT 

(0 = — ; r,) — — ; ai=z COS 9 ; a f = coscp . 

La formule (7-8) expriim^ l’elfet Doppler, Elle s’écrit 


T'= Ta- 


[ identique à ( 1-1-7)] 


, ' W erosep 

a V e 


élant la fr(kjuence propre de la source et v' la fréquence 

iparente pour l’observ-aleur. 

La formide (8-8) exprime l’aberration de la lumière : 


[identique à (15--7)]. 
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9 ^^ 

3 *^ Soient A et A' les amplitudes respectives de la force élec¬ 
trique (ou magnétique') dans le système S et dans le système 
on obtient, par application de la transformation de Lorentz au vec¬ 
teur A^i, Aao, Aa3, A : 

(ii-8) X'~ X ^ }— ^coso^. 

Nous pouvons maintenant trouver facilement les formules ([iii 
expriment l'effet Doppler et l'aberration [>ar réllexion sur un 
miroir en mouvement. 

Disposons dans le plan x’ = o un rénecteiir Intégral, sur lequel 
tombent des ondes planes, et proposons-nous de cberclier la 
Iréquence (effet Doppler ), Forientation (alierration) el.l’amplitude 
des ondes après réflexion. 

D’abord, dans le système S' du miroir, nous avons ])our la 
lumière incidente les formules (9-8), (ïo-8), (i 1-8). 

Pour la lumière réfléchie nous obtenons, dans le systènui S' où 
le miroir est immobile. 


(ei-8j v"='/, cosçi"=—rosç', X"-^X\ 

Finalement, par retour au système S de l’oliservateur, c/est- 
à-dire en appliquant à partir de v", cp'''. A" (au lieu d(; v, cp. A) ](^s 
lormules (9-8), (10-8), (11-8) en y changeant e en -e, (9, lenant 
compte de (12-8) nous obtenons pour les ondes réflé(dnes, dans le 
système de l’observateur : 

(i3-S) 


( I 4-8 ) cos te"' = -=: 

‘ U 

I H-cos O 

c ‘ 

( 1 5-8 ) y = A" i ^i H- - CO s 

Cette dernière formule seule exigeant que le miroir soil un 
réflecteur intégral. 
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ijl 


36. Pression de la lumière sur un réflecteur intégral 

( lUNSTKIN '). 

On sait que (‘>^1 <l(insil,é <1(^ r('‘n(‘ri;i<' liinun(aks(; des oudrs 
iiuddeules, dans ](‘ svslèuu' S; de inènu* — (‘sl, la dcaisih^ d<‘ 

<S TT 

l’éner^i<^ d(\s ondes n'dléchii^s. 

|j'én(n’'gi(^, nn‘smr(‘ dans le syslèiin* S, <jui loinhe sui’ rniiilé de 
suriju'e du iv'dh^cUoif pcuidaut ruuilé d(î l(Hups, (‘sl 

( e <‘<>s r ). 


r<'‘llé(dil(‘ par runilé d(‘ surl’ae<; jxoïdani rnidh* 


lenq)s (;sl. 


8 t: 


( - e eos eu ■ 1 • e 


La ddï(u*(‘n(‘(‘ de (‘<‘s d(Mi\ <'xpr(\ssions <‘sl, d'après !(* prineip<Ml<; 
la e,(ms(‘r\alion d(‘ I éneri;i(% é^al(^ au l.ravail Le j^rodiiil dans 
runil<'; <I(^ l<‘m[>s par Ja pr(‘s.sion IOI<‘ la Iniuièia^. ( )n (d>lienl, après 
rèdm^l ions, 


( 1 (i-S 1 





Ln pr(‘inièi*e ap[)ro\imalion, on l'eli’ouve l pi'es.snm e.onniH^ 


(ï7-S) 


V - 


S TU 


(]ell,(^ (‘xpi’i^sslon (‘si d'ailhnirs i^\ael(‘ en loul(i n{;n<îur dans l(‘ 
(aïs liinil(‘ e . ; o, (‘'es(~à~dir<‘ pour un iM‘II(‘e-l(Uir innuobdcï pîir 
rapporl. à l’(d)servaleur. 

Si Ja rèdexion a lien sous l’ineidiuiee nornialcî ( o :: o) snr nu 
ndi‘oir inun(d)il(% 

la pression (îsi è‘;al<‘ à la d(Uisilè de rèneïgi<î luniineus(‘ ~ ~ dein 
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sité de Fénereie incidente ^ + densilé de 1 én<M'i;i(‘ réll<‘- 

^ bTT 



La formule (i6-8) montre que si 

OOS O = — f 

‘ c 

la pression P est nulle. 

Or une force nulle se conserve, donc o dans un auh'e sys¬ 
tème, et ceci exige que pour les observateurs (ix(‘s par rapporl au 
miroir cos 'J = o, ce qui est bien véribé d’après (io-(S j. 


37. Relativité de Fénergie rayonnante (LinsteinF 


~ étant la densiti' de Féncrgiiî dans le syslèim* S, \r. prineip<‘ de 

relativité exige que soit la densité de l’énergie <lans le syslènu' SL 
A'2 . 

— serait le rapport des énergbis d’un niénu^ rayoninumuU dans 1 (ls 

systèmes S’ et S si les volumes conleuant v.c mèim^ j'ayoumumml 
étaient égaux dans les deux systèmes; ici n’<‘st pas b' cas. I.es 
cosinus directeurs de la normab* aux ondes dans le syslèni<‘ S 
étant < 7 ,, a2i toi, aucune énergie ne trav(‘i's(‘ bi surbu'c (b^ la 
sphère 

(i8-8) {x — cait)^-i- (y — cas O'^ ™ L» 


qui se déplace avec la vitesse de la iumièr<‘ suivant la direiiinn (b‘ 
la normale aux ondes. On peut dire que Fintèriimr deeiOle sphère 
contient toujours le mèm<‘ rayonneuKint. Il s’agil di^ savoir {pi(‘lb‘ 
est la quantité d’énergie comprise à l’inlérieur de la même surfaia^, 
relativement au système S'. 

La surface sphérique (!8-<S) du syslèim^ S {\st un(‘ surfaet* 
ellipsoïdale dans le système S'; son èqualion au ((mips // <> 

est 


( 


-X - a^-x ] 

a y. c J 





e 

- X 

c 


) 


-l- 



IV. 


Soient V le volume de la sphère, V'celui (1(! I’(:llips(ü<lc; un 



calcul facile montre que 

N' a 


V t’ 

l- 


Dcsigiioiis par \V l’ciiergi(î contenue à rinlé!‘ieur <1(‘ \i\ siirlatM' 
consulérce, et mesurée dans le. systèm(‘S, par VV l’iuiei'gie m<\sin‘é(^ 
dans le S 3 slèmc S', nous obt(*nons 


(19-^) 


\V' 

Tv 




expression ([ui, pour 


(ao-S) 


O, d<‘\ i(‘ul 


W' 

VV 




K (‘Si r(‘mar([uai)le (ju<‘ l\'‘n(U‘gi(‘(9 la (r('‘([U(‘nc<‘. (fiiu ra>omie” 
meut s<‘ l raiisfornu'ul suivant la m('m<‘ loi. 

II doil r('*suller d(‘ là <pi<‘ la loi d<‘s (jiiaula 

ir - : //V 

a mu‘ fornu^ invarianU' <9 (|U(‘ la e.ouslante, d’action /m‘sI un(‘(a)uS”' 
laute uiUN V. rscll<‘. 


38. Transfoi'mation des équations de Maxwell-Lox'entz 
dans le cas d’un courant de convection. 

wSol(‘.ul dans I(‘ .syst('‘me S, au piiiiil ,r, )\ ô et au l(‘mps p la 
(hmsilé de cliarg'<i midi i pli(*‘(‘ par.}?:, el (V.,., (V^., iv-l(‘s (!oinjM>sanl(;s' 
d<^ la \ it(‘ss(‘d(‘s (diargvs <‘u mou\(um’ul. L(‘s (dpialious d(‘Maxw (‘II- 
Lor(‘nlz soûl l(‘s sid\anl<‘s : 

^ ()i, t)\ J/ 

r ()t ()z 

_r JM J/ ^ 

c <).r ():, 

I i}\ <)\ JV 

r (If tlj’ J.r 




,l\ , 

JN 

JM 

,li ) 

Jr 

Jj 

,A' ^ 

Jl, 

J.\ 

,1/) 

Jd* 


JA' 

JM 

Jï. 

,1/ ) 

<).r ” 

- ;,p 


f •( 1 S ) 
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(!2->-8) 


t 

P = div. h = "T— -f- — -1~ -r“ * 

‘ dv dy (fz 


Si Poil applique à ces équations les t'ornuih^s de iranslonnalioa 
de Lorentz, en ce qui concerne les coor(ionni'‘es d’iLspace (‘t de 
temps, et les formules de transformation (4~^S) pour l(\s vei'têui's 

électrique h (X, Y, Z) et magnétique 11 (L, iVI, ^ ), on irons des 
équations exactement de meme forme que 1 (ls préeédent(\s : 


I / , , ()X’\ dN' diVÏ' r <n/ _rA' d// 

c y ()(' ) oy ()z' c ()i. <)z' ())''' 


, -> dX' ô\’ iW 

0 = diV. A == -r—7 -h —T - i- T" , ■» 

‘ ()x ÜV üz 


a\ ec les conditions suivantes : 


(^ 3 - 8 ) 


p'=i 

a V e’-i y 


Les formules (;^3-S ) ex[)rnn<mt la loi diMunuposilion d(‘s \ iu'sstvs, 
le système S étant animé d(; la vitessiî (—e) par rapjxnM au sss- 
téme S'. 

Invariance de la charge, •— La formuhî I^*er8') doit ladnnir 
lattentionj elle donne un iTLSultat d’une extrénn^ inipoidaina*. 

Soit e la charge de Pélément de \olume d^vspaei^ dx dy dz\ 


' dx dy dz ’ ‘ 

par suite, Pêquation ( 24 - 8 ) s’écrit 


dx' dy’ dz " 


^ _ y / _ iVxi' ’\ r 

dx' dy dz' ~~~ a. y ) 7fx dy llz 


“V c2 / (Il a. 
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iyj 


On a donc 


e' dx dy dz dt e dx' dy' dz' di\ 


et puisque rélément d’hypervolume est un ins ariaiil 23 ), 
(0.5-8) e — e'. 

La charge cVan.corps mesurée dans un syslènie quelconque 
a toujou/'s la hièine valeur; ce qui revient à dire que robserva- 
teur lui trouve la même valeur à l’état de repos ou à l’état de mou¬ 
vement. La charge électrique est un invariant. 


39. Application. Champ électromagnétique d'une charge 
en mouvement. Formule de Laplace. 


Une charge e px'oduit, dans un système S par rapport auquel elle 
est immobile, un pur champ électrostatique. Dans le système 
de l’observateur, qui est animé de la vitesse (—e) relativ ement à 
la charge, le champ est mixte; il existe un champ électrique et 
un champ magnétique. 

En un point que nous pouvons |)rendre dans le plan des xy et 
que nous définlssoiis dans le système S de la charge par sa dis¬ 
tance r à la charge et par Fangie f de la vitesse o et du champ 
électrique, on a, pour les composantes du champ. 


(26-8) 


X = 


Y = 


J. = M = IN = O. 



Il s’agit de passer au système S' de l’observateur; nous devons 
transformer la force électrique et les coordonnées de position. 
L’application des formules ( 4 - 8 ) donne, la vitesse du système S' 
par rapport au système S étant (—e), 


(27-8) 

(28-8) 


X' = X, 


Y' = - Y = - ^ , 


Z': 


O, 


L'=o, M'=o, N'=i!:Y = 

a c a c r- 


Dans le système de l’observateur, les longueurs parallèles à O.r' 
subissent la contraction de Lorenlz relativement aux longueurs 

O 
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mesurées dans le système de la charge, on a par suite 


ou 




, I 

tanofco = -tanfifo 
s * a ® ‘ 



On a d’autre part, les longueurs normales à Occ' n’étant pas 
modifiées, 


(3o-8) 

d’oii l’on tire 


r sin O = siii ç' ; 




J 1 en résulte pour le champ éiectricjue, dans le systénuî (h* l’ol)S(0‘- 
\ateiir, les formules 


( 31 - 8 ) 



et la charge en mouvement produit un champ magnétlqiKî paral¬ 
lèle à O 




__ ^ ec’sincp 




N lî 

;-- singes' ) 

• J 


On voit aisément, d’après ces formules, que si la charg<^ élail 
animée de la vitesse de la lumière, le champ électromagnétique 
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serait concentré dans le pian écjiiatorial, nonual à la dircelion dr 
propagation. 

Dans le cas des faibles \liesses, Ja forimde s(‘ réduit à la 

formule bien connue 

I ev 

11 =-;-! J 

C /•- 

ou, pour un ('déiuenl de courant /<://, ^ 



(1/ sin ç 
r- 


( fortiuilc (le laiplarci ). 


nii'C'JUERKL 
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CHAPITRE IX. 


DYNAMIQUE DE LA RELATIVITÉ. 


40. La masse est fonction de la vitesse. 


Supposons que, dans un système S, un point matériel soit en 
mouvement avec la vitesse e à l'instanl t. 

Introduisons un second système S' se moinant par ra|>|>ort an 
premier avec la vitesse à Tinstaiit considéré, le mobiL^ a une 
vitesse nulle dans ce système SQ Pendant le lemps iurmimenl 
court qui suit, nous pouvons, clans Le sy\%ième S', appli(|u<‘r les 
équations de la dynamique classique, puisqin* le mobile part du 
repos dans ce système et que les équations elassi(|U(‘s sont'cx.a(Ues 
à la limite. 

Soient y\ z\ les coordonnées (rcs|)ae(^ <*1 de temps du 
mobile dans le système S', sa masse ifiltiale ou masse au 
repos^ e/esL-à-dire sa masse ]>()iir des obser\atours par rapj>orl 
auxquels-il est au repos à Einstant consi(l<'‘r('‘. DAslgnous p(u‘ 

les composantes, mesurées par un ohserealeiir du sys- 
tème S\ de la force qu’il sul>it. Nous aurons 




d~x’ 




Pour obtenir les équations de la dynamique pour les obs(‘r\a~ 
tetu'S du système S, il suflit de savoir coninnaU. sc transfoi'unnil 
d-x' d- y' d‘^ z' 
lîT^’ ~di>' 'dt^’ 


l'’’.,, V., eu fonclioii (le.s nie.siircs l'aile.s <liui,s 


ie système S. 

Eu ce qui concerne i'accéiéral.ion, les cqualious de lauaüilz 
nous donnent la réponse; on a, en adoptant la di.sposition (Taxes 
précédemment considérée, 


(2-9) x'=y-vi), y'=j', 
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On (l(klulL (le là 


DYNAMIQUE DE CA RECATIVITE. 


dx' 

'dt' 


dx 

dt 


dx 
c- dt. 


d-x' _ d. 
dt'~ ~~ TFt 


/ ^ 

(U 


d-x 


*,)<) 


\ dt J a: \ c- dt j \ c- dt j 


mais= i', puisque le moliile part du repos dîins S' <k do la 
vilesse iultiale e dans S; iMunplaçanL ^ |>ar e au donumînalcur de. 
la dernlèia^ (‘xpression, et par oonséquenl ( i — ^ ~ ^ [)ar 7.-, Il 


vient. 

( 3 - 9 ) 


d-x' __ I d^x 
dt'^ O? dt- 


(9 par un calcul analogue, on trouverait 

/ d'^y' ^ I d-y d- z' __ i d- z 

(-i“9) dt'- dn' 

Il s’agit maintenant d’obtenir la transformation des composaules 
de la force. A cet eUet, nous, considérerons le cas [)articMli(n.‘ d(‘ 
la force électrique pour laquelle la transformation est donnée par 
les formules ( 4 -d). Supposons donc (jue, dans le système S, 
règne un clianq) électrique X, Z ( sans (diamp niaguélique ), cl 
(|ue la j)artlcule (‘.onsidérée possède nin‘ (.dnu'ge e; pour lies obsm- 
valTuirs d<î ce système, la force qui s’exerci* sur la partleuli^ est 

Ik- = e Fy = e\\ IX = r Z. 


Appliquant les équations de transformation, en y l'alsant 
L ™ M r= N = O, remarquant que la charge e est un invariant, on 
voit que, pour les observateurs du système S', il s’exena^ sur la 
particule une force 

(5-9) . IT-'=F... 

En substituant dans (i-q) d’une part les valeurs ( 3 -p) et ( 4 ' 9 ) 
des composantes de Faccélération, d’autre parties valeurs (';>->c)r) des 



lOO 


PREMIERE PARTIE. 


LA RELATIVITE RESTREINTE. 


composantes de la force, il vient 


(6-9) 


niQ d'^y __ d~z __ 

^ ’ T dr^ “ 


Bien qu’établies dans un cas particulier, celui de la force élec¬ 
trique, ces équations s^tppliqaent à une force quelconque : 
supposons, en effet, qu’une force mécanique, telle que la tension 
d’un ressort, fasse équilibre à l’action exercée par un champ élc(‘- 
trique sur un corps électrisé ; ce sera un fait absolument indépen¬ 
dant de tout observateur, un fait sur lequel tous les observaleurs 
de tous les systèmes devront se tVouver d’accord. Il est don<‘ 
nécessaire que, dans le passage d'un système S à un système S', 
les composantes de la force mécanique se transforment sui\ant la 
même loi que la force électrique (équations S-q). 

Les équations fondamentales de la dynamique iioun cUiî ( ()-()) 
montrent que, si l’on définit la masse com\\\t co(f ficien t <Vinertie, 
c’est-à-dire comme coefficient de proporlionnalilé de la fori'.e à 
raccélération (masse newtonienne), non seulement la mass(‘ 
mesurée dépend de la vitesse relali\e du corps par rapporta 
robservateur, mais il faut envisager deux masses : 

I'' La masse longitudinale mi= ^ pour la composante d(^ 
raccélération dans la direction de la vitesse ; 

2"" l.a masse transversale ni<x = — • 

a 


41. Le vecteur impulsion et la massé maupertuisienne. 

Bien qu’avec la disposition d’axes que nous avons considéré(‘, 
les composantes ^ de la vitesse c suivant les axes Ox et O )' 
soient nu lies, complétons l’expression de la vitesse en écrivant 



Nous remarquons alors que les équations de la dynamique 
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(6-9) peuvent s’écrire 

( 7-9) 


±[ 

/mo dx'\ 

dt ' 

V a dt 1 


/ mo r/ct'X __ rl //??o __ J, ^ ( n}ç, dz'^. ___ 

Va dtl~~ dt\ y. dt ) dt\ y di ) 


Nous avons, en effet, en posant [3 


^9) 


d / 7)1 Q dx 

dt\ a dt 


^ \ _ 
dt \ y dt / 


d [ /yio dz\ 


dt 


dt 


)= 


!L 

dt 

iL 

tU 

iL 

TTt 



7??o 


dx\ 


771)) 


d:-x 


moS 

d';. 

7 

[ — 

P“ 

dt ) 

/ 

l — 

(■>•1 

r 

dt- 

(J 

- 

7u 


771)) 


’^b'\ 


/??„ 


d-y 



d'^ 

7 

l ~ 

~S2 

dt ) 

/■ 

V 

I — 

f^" 

dv^ 

(l 

— p- 

d( 


771)) 


dy 


771)) 


dAz 

_L-._ 

«' () P 

d'à 

7 

1 - 

? 

dt) 

^7 

1 ~ 

7 

dr- 

—J— 

(ï 


dl 


îi rinstant t considéré, d’une part 
cl, d’autre part, 


dx .. d'à d-x 

^ 77 ='’^’ "777 = 777 ^- 


dy 


dz 


dt dt 


nous avons donc, d’une part, 


mo dx\ 


dt \ s/TZrp J 


ï (32 “] d^x 

— ni,) ■■ ■ H-i-rr — 7 — 


d'autre part 





777)) 

d'^X 






dJ^ 





777)) d'^X ^ 



'5 



IdJ^’ 



-1 

( nia 

dy\ 

_ ri)) 

d^y 

777^ d'^y 

dt 1 

Vv/i-p^ 

dt ) 

■ v/i-fs 

2 dt- 

y dt- 


r /«„ 

d_i\ 


d^z 

1 

1 

dt \ 

\\J\— P’- 

dt ) 

^/.~P 

2 dt- 

a dl- 


ce qui démontre l’identité des équations (6-9) et (7-9)* 

Sous la forme (7'-9) absolument sjmétric|ue par rapport aux 
coordonnées, les équations sont indépendantes de Vorienta¬ 
tion des axes^ c’est-à-dire qu’elles sont valables quelle que soi! 
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l’orientation des axes par rapporta la vitesse; en un mot, elles 
sont absolument générales. 

¥xdty¥y dt¥:^dt sont les composantes de la quantité de mou- 

—y 

\ement ou impidsion dG communiquée par la force. On peut 
écrire 


( 9 - 9 ) 




\ rji dt j 


OU, en intégi'ant 
repos, 

(iO“ 9 ) 


et prenant la quantité 


— 

y 

G 

a 



de mouvement nulle au 


Si Von définit la niaiise conime coefficient de propovlionnn- 
Lité de Vinipalsion à la vitesse (niasse niaapej'liiisiennc)^ if 
II'y a pias à envisager deux masses^ il y a une masse unique^ 
capacité dé impulsion , 


qui a meme videur que le coeffîcienî d’inei'tie ti'ansv(‘i‘sal ou mass(‘ 
newtonienne t ransversale. 


42. L’inertie de Ténergie (0« 


Multiplions les équations (7-9) respectivement 

dy dz . , 

ajoutons; nous obtenons 


dy 

ITi ' 


. . dœ d 

. -T, ■:r. 


/u„ dx 
■ dt dt y y/7— [32 dt 


dy d 
dt dt 

dx ^ dy 

^~di ' 


/??() dy\ " dz d / 
’i — p2 dt dt dt 


/i - fj 


dz 

ï dJ 


dt 


dy 

dt ' 


(') A. EiNSTErN, Ariïi. d. Phys.^ t. 17 , 190“). — I\ I^ANfîKvrN, ConfônMM'o à Ij 
Société de Phy.sique, ‘^6 mars 1918, publiée dans le Journal de Physique. 
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I^e [H'envier membre s'écrit 


il 

dt ' 


(tî^) [(ë) -^(ë) "-(ë) ] 

m„ I dx d -x ^ d.y et-y ^ dz d-z 
J fp \ dt dt- dt dt- ^ tit dt 


en remarquant que 




. 


■ v^i — fi'-i 


„ 1)1 „ d'i 

• c- fj . . — />?.o C- 


d! 




(r—p2)- •(i-flîj 

(î 


d\-. 

d; 


dl 


d ( 


\ — |ü- 
d 

dt V a 


l.-'lnalenient, Féquation (12-9) prend la forme simple 

d ( mç^c-\ d dx ^ dy dz dW 

- 9 ) dî{—)-Ytdi-^-^yi-^^'^iïï-^-dT 


d.W étant le travail de la lorce ou Fénergie fournie au point maté¬ 
riel. Intégrant, on a 

(, ï4-9) r7ic- = W -4- cODst. 


La variation de lu masse est proportionnelle à la variai ion 
d^mergie. 

L^énergie cinétique acquise par le point matériel en passant, 
dans le système S, de Fétat de repos à la vitesse est donc 



formule qui donne, en première approximation, Fexpressiou lial>i- 
tuelle de Fénergie cinétique ^ moP-, 

Ainsi, il y a identité, au facteur c- près, entre la variation de la 
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masse corrélative d\in cbangemenl Je vitesse cl la Nai'iation tl(‘ 
Fénergie cinétique d’un point matériel ou J'un corps. 

Nous allons montrer que cette relation, qui vienl (Fclre elal)li(‘ 
dans le cas particulier de l'énergie cinétique d’un mobile, doit être 
considérée comme générale et doit s’appliquer à loul(‘ (Miergie, 
quelle que soit sa forme. 

De plus, nous serons conduits à annuler la conslanle de Féijua- 
tion (ij-pj généralisée. 

Jlfasse de Vénergie rayonnanle. Consid('‘rons un tram 
d’ondes planes tombant normalement sur une surlai^e noiia^ S. 
Soit e/W Fénergie absorbée pendant le (emps dL^ evei'caiU pcmdanl 
ce temps une pression/? égale à la densité p de Fénergie. dette* 
énergie eZW, à Foi'igine du temps, étail. contimm* dans b^ vo¬ 
lume S 

d\\ 

^ '6 c dt 

Elle a communiqué au corps absorbant une im[)ulsion 

(IQf = I' dt = /? S dt ■= • 

c 

L’énergie rayonnante dSS possède doin* uiu^ c[uanlil('‘ d<‘ mou¬ 
vement 

(16-9) , • = —, 

et, puisque sa vitesse est c, on. peut la considérm' comme posst'*-- 

7 . • lAV * 

dant une masse maupertuisienne —. On a donc, poui* Fému'gic 

rayonnante, 

mc2==\V. 

O est la même équation que dans le cas de Fmica'gu^ (uiHdi(|uc 
d’un mobile (ï4 -”9) avec une constante nulle, 

2"" Un corps qui rayonne éprouce fine perte de /nasse éy-f/le 
a la masse — de Vénergie rayonnée W. - ^ous Irailerons 

seulement le cas suivant : nous suj>posons qu’um^ lann* plan<‘, 
normale à O a?, rayonne par ses deux faces, av(U‘ la mènu* inten- 
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site, des ondes planes se propageant de part et d’aulre noriiiale- 
ment à son plan. 

Pour un observateur S lié à la souria*, celle-ci envoie de pari (‘l 
d'autre des quantités de mouvement électromagnétiques, égales et 
opposées; elle reste donc immobile. Soit A\ l’énergie totale 
rayonnée par une surface déterminée pendant un temps déter¬ 
miné. 

Imaginons un second observateur animé d’une vitesse i’ par 
rapport à la source, parallèlement à Ox et dans le sens des x 
croissants. Quel sera, pour S', l’aspect du phénomène? Pour cet 
()l)servateur, le rayonnement préi^édemment considéré, dont 
1 - W 

rénergle estde chaque côté de la lame pour le premier obser¬ 
vateur S, est t ransformé d’après la formule (ig-(S). 

Pour la partie qui se propage suivant la direction de la vitesse c 
{x' croissants), on a 



La quantité de mouvement de cette énergie W) est 

c y. c \ cj 


Pour la partie qui se propage suivant la direction des x décrois¬ 
sants, on a 


-W 

‘X 

g; = 



Au total, la quantité de mouvement qui s’est propagée pour S' 
dans le sens des x' croissants est 


G'.- 


a ' 


•c). 


Or (— c) est la vitesse de la source pour l’observateur S'. 
D’après la conservation de la cjuantité de mouvement, G'j — 
est la quantité de mouvement perdue par la source; comme la 




to6 


PREMrEIlE PARTIE. 


LA RELATIVITÉ RESTREINTE. 


vitesse (' n'a pas changé, la variation de la quantité de inooveinent 
de la source provient nécessairement d’une ^ aria^lon de masse <le 


cette source 


I W 


A/n = - — 
a c- 


poiir l’observ^ateur S' et, dans le système de la source 


(17-9) 


A/??,) = 


W 

c'^ 


précisément égale à la masse de Fénergie rayonné(\ 

Ainsi un corps qui rayonne une énergie W perd une portion — 

de sa masse, et cette portion de masse se retrou\ e comme capaelt('‘ 
d’impulsion de Fénergie rayonnée. Le principe de la conservation 
de la quantité de mouvement, sur lequel nous nous somnn's 
appuyés dans la démonstration, entraîne la conscu'vation d(‘ la 
masse. On peut dire encore que le résultat obtenu justilie qm; Fon 

considère ^ comme la masse de Fénergie rayonnaïUe VV, si Fon 

admet les principes de conservation de la quantité de mouvenumi 
et de la masse dans un même système. 

Inversement, une absorption d’énergie entraîm^ iin(‘. \ a rial ion 
proportionnelle de la masse d’un corps matériel. 

3 *^ énergie potentielle totale un électron est égale à s(f 
masse au repos^ multipliée parc-{^), —Supposons que l’électron 
au repos soit assimilable à une sphère de rayon a possédant une 
charge superficielle. On sait que Fénergie potentielle du champ 
électrostatique h est 

IJ 

dY étant l’élément de volume, et l’intégration étant élendue à 
toutl’espaceextérieuràl’électron.Onadonc, puisque// éL (^loi 

(q P. Langevin, de Physique. Conférence. la Société de Physi(jue, 

26 mars igiS. 



CHAl>ITRE ÏX. — nVNA.MIÔUE 1>K L\ UEIATlVîTi:. 

<le Coaionib ), /*, 0, cp élan! des roordonnées polaires. 

si n 0 




«■'A/zA"'Ar.f 

r 0 9 

On sait, d’autre par!, fpie la inass(‘ au re|)Os de rélectroii <‘sl 
On a, par suite, 


•>. 1 e - 
■> e- (f 


/n c- — \V I 


(» a 


Pour avoir l égalité enti‘e n}c- et rénergir^ lolale, il laudi’ait nue 
énergie supplémentaire 


W. - 

6 a 


Imaginons qu’une [)ression extérieure p s’excuaa^ sur rél(u:lrou : 
l’énergie potentielle de cette action est égalr^ au produit de p 

parle volume de Félecaron : écrivons ([ue l’énergie VVo com- 

jaense la dilFérence enlre me- et VV, : 


ou 


en posant 


3 



e- 
a ’ 




/[Tza- est la surface de l’électron; donc cr es/ la deasi/r de 
charge superficielle. D’après un résultat bien connu dénionlia^ 
en électrostatique, une pression ayant la valeur :A7:cr- équilibrr^- 
i‘ait la tension résultant de la répulsion mutuelle des éléments (piü 
(U)mposent la charge e. 

Précisément, cette pression avait été Imaginée par Henri Poin- 
(‘.aré qui, etendant a relectron les lois de relectrostatique, avali, 
admis que le milieu extérieur devait exercer une action s’opposant 
à la dispersion de la charge. 

Il est j'eniarquable de constater que la pression de PoiiKiaix'* 
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fournit exactement le supplément d’énergie m'ccssaire poin* qii(t 
rénergie potentielle totale (W,-i-VV'2) réiccirou au rejios 
(énergie cinétique nulle) soit égale au produit de la massa au 
repos de l’électron par le carré de la vitesse de la lumière. 

Ici encore, nous retrouvons l’équation (i i-()) ff/n> cons- 

laille nulle. 

Généralisation. — Nous avons établi les résultats suivauls : 

I® Toute variation d’énergie cinétique AW est aceompagiua* 

<l une variation de masse —r • 

c- 

L’énergie rayonnante W a une masse ~ - 
Une source qui émet (ou absoiLe) l’énergi<‘ \V subit iim; 
diminution (ou une augmentation) de masse ~ • 

Nous avons fait le calcul dans le cas des ondes plamvs. Des cas 
plus compliqués conduisent au meme résultat. 

L’énergie potentielle d’un électron immol)il<‘ (‘si (•gal<t à 
nzo étant la masse au repos de l’électron. 

Ce résultat s’étend à toute la matière, formée d\'deetrons jxisi- 
lifs (') et négatifs. 

5 ” Dans tous les cas où l’on peut calculer rénergie /o/a/e 
(potentielle et cinétique) d’un système, on la lrou\(^ égale au 
produit de la masse du système par le carré de la vil(‘ss(^ de la 
lumière. 

On est donc conduit à généraliser l’équation (ï 4 - 9 ) eu ménn^ 
temps, à annuler la constante de cette équation 

W = 

et l’on peut énoncer les lois suivantes : 

Toute variation eVénergie {potentielle ou cinétique) d'un 
système est accompagnée d'une variation de niasse égale an 
quotient de cette variation eVénergie par le carré de la vitesse 
de la lumière. 


é) Il est vraiseaiblable que l’iou positif d’iiydrogène ou novau aLotniiiuc de 
1 hydrogène csL rélectroii x>ositif. 
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Toute forme cPénei'gie possède de L Inertie : lu Niassr> de 
W" 

Téi}e]‘gleW est— (masse maiiperLiiisleniie on (iaj>acilé (l’îm|)ul-- 
si oii ). 

Toute niasse m représente une énergie totale me-. 


43. Quelques conséquences de Tinertie de Fénergie 
(P. Langevïn). 

Variatîon de la température. — Une masse (l’eaii, par 
(exemple, égale à à la température de <>*’, aura à ioo“ une iuerLi<‘ 
plus grande. La dldérence s’obtient en divisant rénergi<‘ 
/|,i(j.io’^ ergs ( ï00 calories) par c-ç). lo-^^ On ti’on\(‘ 
5 . lo"’- gr., accroissement d’ailleurs insensible. 

Malgré la petitesse de l’eflet, cet exemple montre que la notion 
de masse cesse de se confondre avec celle de rjuantité de 
matière. Oeux masses (Leau égales, prises l’un<^ à ioo‘*, l’aiiUa^ 
à o'*, ne contiennent pas la meme quantité de matière, puisqu’elles 
cessent d’être égales quand on les ramène toutes d<mx à la même 
tein[)érature. Deux quantités d’eau contenant 1 (‘ même nombre d(^ 
molécules n'ont ia meme masse que si elles sont prises à la même 
température. 

iP Réactions cJnmirfues. — La mass(‘ (Tun (‘.oinposé n’e.st pas 
rigoureus<micnt égale à la somme des masses des eomiR^sauls. 
Par exemple, loF*sque 2^' d’hydrogène s’uniss(mt à d’oxygène, 
il se dégage 2,8”. 10'- ergs; on n’obtient pas iS^ d’eau, mais 
3,2. milligr. ca moins. 

3 *' Transfor niât ions radioactives. — Dans les transformations 
radioactives, l’énergie libérée est considérablement plus grande, 
que l’énergie mise en jeu dans les réactions chimiques. Piw 
(‘xemple, la traiLsformation complète d’un gramme det radium en 
hélium et en radium-D libère Tjï.io’"^ ergs; il doit en résultei' 
une perte de masse, égale à o^"*, 12; ce n’est d’ailleurs qu’une étap(‘ 
des transformations qui partent de riiranluni pour aboutir à un 
plomb; la niasse globale de l’iiélium et du ploml) engendrés par* 
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une certaine. qiianliLé cFuraniuin est eertaineineiiî inic'rieiire (l(‘ 
plus de Yôhïô masse de cette quant lté d uranimn. 

Si la masse d'une meme jiortioii d(‘ matière s(‘ (ajiiscrvait exaii- 
(•(unent au cours des translormadoiis raditaielives dont C(‘tte ].M)r~ 
lion de matière peut être il en résulterait des relations 

simples entre les masses atomiques des (déments succ(‘ssiv(‘menl 
engendrés. Dans une transformation accompagnée' s(uilemenl 
d'une émission [j, la masse atomiqiK' ne cliangc'ralt pas, piiisqiu' 
te nouvel atome, jjour rede\ (‘uir élect i‘lqucm<‘nl m'utreg doit ré(‘u- 
pérer un nombre d/’électiams égal au iiombrt^ d élei'trons perdus. 
Dans le cas d’une émission a, la masse atomique dlminiu'rail 
(‘xactement de celle d’un atome d’hélium : la différenca' (mire la 
masse atomique de l’uranium (‘t celh' du radium desralt éli‘(‘ 
exactement le triple de la masse atomlqtu' d(‘ rindium, [)uisc[u'll 
y a entre l'uranium et le radium trois produits donnant d(‘s 
rayons a. 

L’énergie libérée étant iniTUq il jkî doit pas (Ui être ainsi : les 
différences doi\ent être |)lus grandes (‘t les ('*carts, |)roj)orlionnels 
aux énergies jierdues p(‘ndant la transi’ormat.ion, peuvi'nt être 
notables ( M. 

Lange\in \olt dans les écarts à la loi di* Lroiit une (umlîrmatlon 
de l’inertie de rénergie. brouta émis l'hvfMn.hési' que l(.‘s atonu's 
sont construits à partir d’un élênnuit primordial, (‘t (‘ett(' idée l'st 
reprise aujourd’hui si l’on admet, comun* (U'Ia est possible (‘i 
même probable, que le noyau atomicpie dc‘ l’hydrogém^ <‘l l'élec'- 
iron positif. Le nombre d(*s électrons nésialifs chi l'atome neutri' 
étant nécessairement égal au nomb;n‘ des éh^clrons positifs, la 
masse d’un atome neutre d(‘vrait être un multiple exact de C(‘ll<‘ 
de 1 atome d’hydrogêne, (éest-à-dire (jue hrs poiiJs alomicjues, 
calculés en prenant II i, de\ raient rirr des nombiaes enliin-s. 
Effectivement, les poids atomiques sont groiqués autour de nomlires 
entiers, mais il y a cependant des écarts : 

iM = 6 , 94 :* G 1 = (J, liû = 10,90, ‘ G U ,91, x\ / = i ) J90, 

O = 15,87, FI = j8,9(), .... 


(') D<rs mesures sunisammcut précistîs léonl. pas cnia)i'c él(j; faites pour vé'iilier 
^•0 résultat. 
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Lcingevin a proposé lAîxiplicatioii suixanlc : ics é'carls ju».»- 
vieniienL de ce que la foriiialioii des aLonies à partir d éiénieiiis 
pritiiordiaiix (par désinlégratioii radioactive., ou par mi [)roc(iSsus 
inverse non encore observé, mais qui s’est nécessairement prodnil 
dans la formation des atomes iom*ds ) s’accom pagm; (1(‘ \ arialions 
d’énergie interne par émission (ju absorption de rayonnement. 

Les écarts Ini ^ AW sont tels que les énergi(‘s mises en jeu 

seraient du même ordre de grandeur que celles obs(n‘\(a‘s elï'ecti- 
vement au cours des transformations radioactixes. 

Il faut remarquer toutefois que, dans certains (‘as, par exempb* 
pour le (ddore et le néon, bî mé!ang(; d'isotopes ayant les memes 
propriét<'‘s, mais des poids atomiques dilïerents, est une autre 
cause d'écarts à la loi d(î Prout. 


44. La matière réservoir d^énergie. 

Soit mo la masse initiale ou masse au repos d’un corjis. l^a 
constante de Téquatlon (id-g) étant nulle, lorsque le corps est 
animé de la vitesse e par rapport à un système S, son énergie 
totale pour les observateurs de ce système est 


( 18“9 ) W “ me- = —- - . c- ™ m^)c- -r* 


Le second terme et les suivauts, (jui dépembmt (h^ la vitesse e, 
leprésentent Ténergie cinétique relative au système S; (uate 

énergie se réduit pratiquement au second-terme, - r~, pour les 

faibles vitesses. Mais si la vitesse croît, rénergie (‘im‘ti(|ue aug¬ 
mente plus rapidement que le carré de la vitesse, et (die (‘mît 
Indéfiniment quand la vitesse tend a ers la vitesse de la lumi('‘re; la 
\itesse de la lumière nous apparaît, une fois de jilus, (‘omme une; 
vitesse limite qu’aucune matière ne peut atteindre. 

Le premier terme est Lénergie intra-atomique ; c’est la 

somme des énergies cinétiques et potentielles des particules élec¬ 
trisées qui composent la matière. Cette énergie a une grandeur 
fantastique : un gramme de matière, quelle que soit sa nature, 
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correspond à la présence d'une énergie interne égale à 9,10-^ ergs, 
énergie qui permettrait de soulever trente millions de tonnes au 
sommet de la Tour Eiffel. 

Presque toute Ténergie interne appartient aux noyaux ato¬ 
miques, à ces mondes fermés, insensibles aux actions extérieures. 
Une très faible partie de rénergie des noyaux est libéi’ée sponta¬ 
nément dans les transformations radioactives ; une portion d énergie, 
considérablement plus petite encore, provenant des électrons qui 
gravitent autour des noyaux, est dégagée dans le rayonnement, 
ou mise enjeu dans les réactions chimiques. 


45. Le principe de la conservation de la masse se confond 
avec le principe de la conservation de Fénergie. 

Dans un système isolée les diverses parties échangent (l(‘ 
l'énergie entre elles ; les masses individuelles ne se conserveut doiu*. 
pas : seule la masse de reiisemble reste invariable. Le principe d(‘ 
la conservation de la masse n’est pas distinct du princi|)e de la 
conservation de Ténergie. 

Si l’on prend, comme on le fait d’ailleurs souvent, la vitesse dr. 
la lumière dans le vide comme unité naturelle et fondamentaU*, 
on peut dire : la masse d'un corps est égale à son énergie totale. 

Les masses individuelles ne se conservant pas, rindlvidualité 
d’une portion de matière ne peut plus être caractérisée [lar sa 
masse : il faut la chercher dans le nombre des éléments primor¬ 
diaux dont elle est formée, car ce nombre reste seul invariable à 
travers tous les changements que subit la portion de matière 
(P. Langevin). 


46. *Quadrivecteurs d’espace-temps. 

Considérons un événement origine O et un point-événemeul ou 
point d’Unlvers M de coordonnées x, jk, l; ces coordonné(\s 
délinissent un quadrivecteur OM. 

En géométrie ordinaire, les cosinus directeurs d’une droite OM. 



CMAPITIUi: IX. 


— DYNAMIQUE DE !.A HELATIVÎTÉ. i ! j 

joignaiil rorigine O à mi point ({'(‘spauo M à !a (lislaiaa^ s sonl - ? 

1 - (_‘l J'on a 
s s 

X- 

.V- .s*- .S-- 

Dans ]a i;<‘(nnéli*ie des d\ônennails, on a (l<i nu'nu* 

r- -- 

1 ») -F 

-J •-? -5 — n<‘ son! plus (U^s (uisimis, (ai soiil (!<‘s rorfficitnils de 

.S‘ i’ .V .V * 

divecAion dans desp(tc('-trnips. 

Dans la r<‘pi‘(Vs<nilalloM ^('*oiU('‘l,n(pi(‘ d<i Minkowski <»n 

doit dishuginir d(iux nalmais (l(i (jnadi'iv(i(*l.(Uirs : l(‘s \(’chMirs (h* 
U'in|)S (i l(‘s V(‘(il4iiu's (r(ispa(i(‘. L(i \ (i(‘.l(‘ur ( )M (isl un \ liolcm* d(‘ 
Uiinps si Ai a{)|)arli(‘nl au domaiiui aul(U‘i<‘ur ou au doiuaiiu^ j>osir - 
rieur ( A-> () ), c osl-à-dirci si la droiUi OM (ki la i‘(‘pr('‘S(‘.nlal ion 
^•(!onii('l,pi([U(i (ioii|)C l’(ispa<*(‘ hyperbollcpui à (kuix napp(‘s 

(il peut (ilrcj pi'iso coniinf 3 a>:(‘. du Piinps, (ui (Taulia^s pirnu's (iucor(‘ 
si les ('i\(hicinenls O et M fomniiil un (!ou]>l(i dans h* Punps. la' 
N(iCLeur ()M est un \(i(it(‘ur (r('spa(‘(i si l(i poinl ()'lJni^{‘rs ,M <*sl 
dans 1 (‘ doiuaiiKi inlci'uu'idlaiiai (.V “<7 <>)• 

Plus j^^inuiralcnuinl, un \(i(il(‘ur (isl un V(‘(‘l(‘m'(l(‘ l(‘mj)s ou un 
v(îcl(!ur (r(ispa(‘.c sui\aul (pruiu' dir(î(ilion pai'alhiki ( (ik'sl-à-dll'c 
ayant nuniuis ('.(X'Kiciienls d(i dir(‘(ilion) nuiiuai par 1(‘ poinl-”('‘V('‘n(‘ 
ment ori^iiKi O p(iiU ou non servir d'axe du l(imps, ou ('iicorf' 
suivant (pie les ('ivéïumuiiUs orij^iiui (it extr('îmit('‘ du v(*(il('ur for ¬ 
ment un couple dans le lem[)s ou un c.ou|d(‘ dans respaca*. 

En ^('ionudrie ordinair(‘, les vecteurs dont I(is eomposanhis s(uil 
.r, J', g; .r,, 3, sont orthogonaux si l’on a 

“ \ ^ O. 

De même, nous dirons (pie les (piadrive(‘teurs .r, r, 3, /; 
-^1? i^ont orthogonaux si la (iondition suivanUi (*st 
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CHAPITRE IX. — DYNAMIQUE DE LX RELATIVITÉ. Ïl5 

Cil cinématique ordinaire la \ iLesse est tangente à la irajectoire. 
On a d’ailleurs 



Quadrirecteur de P accéléra Lion. — De la relation précédentei 
(^20-9)5 on tire 

dx d-x dy d- ÿ dz d-z c dt cd-t __ 

d’z dx- dt dt- dx dx- dx dx- ’ 

relation qui exprime, d'après (20-y), que les grandeurs 
. d- X d- y d- Z c d-1 

sont les composantes d’un nouveau Necleiir, le vecteur de Vaccé¬ 
lération.^ orthogonal au vecieur de mouvement ou orthogonal 
à la ligne d^Univers. 

IjC vecteur de mouvement étant un \ ecteiir de temps, puiseju'il 
est tangent à la ligne d’Dnivers, c’est-à-dire au temps propre, ie 
\ ecteiir de raccélératioii est nécessairement un vecteur d’espace. 


Qaadrivectear force. — i'our transformer la force l'V’ ^ 
en un quadrivecteur de T espace-temps, multiplions ses compo¬ 
santes par^ = ^' Les équations fondamentales delà dynamique 
(7-9) s’écrivent 


(a5 9 ) 




La quatrième composante du quadrivecteur (composante de 
lemps) s’obtient par la condition que ce quadrivecteur soit dirigé 
suivant le quadrivecteur d’accélération 




cd^t 




soiil sous la forme neivtonienne^ avec une masse constante, la 
masse au repos du pohil matériel. Effectivement le point matériel 
est ou repos dans le système qui lui est lié, où le temps est t. 

Les composantes crespace de la force de Minkowski sont liées 
aux composantes de la force Iv, Fy, V. par les relations 



U impulsion cV Unioers, — Multiplions par la constante /rto 
composantes du quadrivecteur de mouNement, nous obLenon.s les 
composantes de rimpnlsion d’Univers : 

, . • , chr dy dz r dt. 

( ) w 0 — î m „ ^ o" -p-~ ' 

ni étant la masse ^ du point Jiiatcriel dans le système .r, y, g, /, 

CCS composailtes s'écrivent, ])iusqiic clr: o.dl, 

dx dy dz 

ni — ? ni ~ 1 m -, 7 me, 
lit dt dl 

Les trois composantes d'espace de impulsion dd/nivers 
sont les trois composantes de la quantité de mom^enient,, la 
composante de temps est dénergie totale,, divisée par c. 

Ce quadrivecteur englobe donc la quantité de mon^ ement et 
l’énergie. 


47. Unification des principes de conservation de la masse, 
de Fénergie et de la quantité de mouvement. Conserva¬ 
tion de Fimpulsion d’Univers (‘). 

Soit un système matériel isolé. En Mécanique on envisage trois 
principes : la conservation de la masse, la conservation de rénergic, 
la conservation de la quantité de mouvement. 


(*) D’après une Note de M. Lange vin. 
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Nous avons déjà îdenlllié le principe de la conservation de h 
masse et le principe de la consei’vallon de l'énergie (n® 45 ). 

La conservation de la quantité de moiiveinenl cl do réiiergi(‘, 
qui s’écrivent 

G.t'= r.oiisi., ïGy=fonst,, i Gj =: ('oust., 2W = const., 

se résument maintenani dans raflirmalion que la sojnme desejua'- 
drivectears impulsions d'Uiwers^ somme entendue cul sens 
géométrique^ reste constante dans an système matériel isolé. 

Il ne subsiste plus qu’un principe unique, la conservation d(i 
Fimpulsion d’L'nivers. 

Ce principe a un sens absolu indépendant du système de réfé¬ 
rence, tandis que les composantes d’es])ace et de temps du vccteiii’ 
d’üni\crs, c’est-à-dire la quantité de mouvement et l’énergie, ne 
restent constantes qiui dans un même système et n arient quand on 
passe d’un système à un autre. 

Seul l’ensemble des principes de la dynamique a un sens 
absolu. 

Loin de compliquer les lois de la Nature, le principe de relali- 
\lté, par sa puissance de simplification, conduit à une synllièsc* 
qui apparaîtra plus complète encore en redativité généralisée et 
sur la lieauté de laquelle il serait siiperlïu d’insister. 
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Ui> 

lijpotlièses ont été envisaoccs : FliypolUèse de Max Abrahaiiu 
supposant l electroii sphérique et indéformable; riiypolhèse de 
Lorentz, qui avait appliqué à FélecU'on la contraction imaginée 
pour expliquer rexpérienec de Michelson; riiypotlièsc (h' 
Biicliercr et JjangCN in l)asée sur une déformation à volume cons¬ 
tant. 

La formule de Lorentz, tenant, (compte de la contraction des 
longueurs, était précisément celle qui est conforme au principe di" 
relativité et qui a été retrouvée par Einstein (‘ ). 

Kaufmann (lyoa-igob), puis Büclicrer (1908-1909) ont entre¬ 
pris des expériences qui avaient jiour objet de décider entre le^ 
ti'ois formules projAosées. Kaufmann a dévié les rayons (j, émis 
par un grain de fluorure de radium, simultanément dans deux 
directions perpendiculaires [lar un cliamp magnétique et un champ 
électrique; les mesures ii’oiit pas été assez précises pour trancher 
la question, Büchercr a disposé le champ magnétique et le champ 
électrique de manière que leurs aciions se compensent; il a obtenu 
(les résultats qui concordent avec la formule de Loreiitz-Einstein 
beaucoup mieux qiFavec les autres formules. 

Des mesures plus précises ont été faites par Ch.-Eug. Giiyc et 
l.avanchy (-) sur les rayons cathodiques li grande vitesse. Si l’on 
^observe la déviation, par un cham]) magnétique connu U, des 
rayons cathodiques produits sous une difierence de poieatiel 4 
connue, on obtient, d’après la théorie de la relativité, les deux 
relations suivantes : 

1° Le travail eirectuc par le cbamp électrique sur la charge c 
est égal à raccroissement d’énergie cinétique de l’électron 



2" R étant le rayon de coui'bure de la trajectoire dans le champ 


(‘) Il est. h remanjiuM’ que la Oréovic donnée par Lorentz s’appliqnaâl s-cuili‘- 
inent à une masse <t\u*ï‘gine élceU'ojuagnclifjiie. D’après lu Lliéorie la 

niénac formule est né(*essuiremciil (‘xaele ])our toute masse, quelle que puisse êii e 
rorigînc de rincrii«‘. 

^rcA. des Sciences phys. et iial.^ Genève, t. 40, octobre 191 S, 
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CHAI'ITRE X. — VÉRIFICATIONS EXPÉRIMENTALES. 


Til 

mais le résultat est le même : on trouve tou jours la série de Balmer 
avec une fréquence unique pour chaque raie. 

Sommerfeld eut alors Tidée de remplacer la mécanique ordi¬ 
naire par la mécanique de la relativité (*), les vitesses prises par 
l’électron sur les diverses orbites stables étant déjà une fraction 
sensible de la vitesse de la lumière. 

Le résultat a été remarquable. La dynamique, de la relativité 
doiine^ non seulement qualitativement^ mais quantitative¬ 
ment^ la structure exacte des raies de l'hydrogène. 

Dans le cas d’atomes plus complexes, formés d'anneaux d’élec¬ 
trons gravitant autour d’un noyau, le proljlém(‘ de l’émission par 
les anneaux extérieurs (émission lumineuse) de\ icnt trop com¬ 
pliqué pour pouvoir être l'ésolu; mais s’il s’agil des annc^aux les 
plus voisins du noyau, la queslion est plus simple; on trouve les 
spectres des rayons X et l’on explique la loi de Moseley. 

Sommerfeld a montré que la dynamique de la relativité conduit, 
pour les rayons X, à la même structure que pour les raies de 
l’hydrogène, mais avec des composantes d’au Unit plus séparées 
que le nombre atomique de l’élémenl (charge du noyau, la charge 
de l’électron étant prise pour unité, ou rang dans la classification 
des éléments) est plus grand (parce que la \liesse des électrons 
voisins du noyau est d’autant plus grande qiu^la cliarge de celui-ci 
est plus considérable). Par exemple, les raies La' l’ura¬ 

nium sont les équi\ alcnts du doublet 11^ de l'iiydrogène, mais avec 
un écart de fréquence cent millions de fois plus grand. La théorie 
de Sommerfeld présente un accord exccdhmt a\ ee l’i'xpérience. 

L’explication de la structure des spectixîs par la dynamique 
nouvelle constitue une remarquable confirmation du principe de 
relativité. Il est établi aujourd’hui que les problènuLs relatifs aux 
mouvements intra-atomiques exigent rem))lol de la dynamique 
nouvelle pour donner des solutions en accord a\ec l’expérience. 

51. Retour sur. Fexpérience de Michelson. Sa signification. 

On présente souvent l’expérience de Michelson comme l’unique 
base du principe de relativité et beaucoup de personnes objectent 


Atombau und Spektrallinien^ P* 3o6 et siiixanUs. 
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qu’il esrt scabreux de bâtir une pareille théorie sur une expérience 
dont le résultat a été négatif. 

11 est essentiel de faire remarquer que ce n’est pas sur l’expé¬ 
rience de Michelson qu’il faut fonder la théorie de la relativité. 
Celle théorie est basée sur les formules de transformation de 
Lorentz, qui sont implicitement contenues dans les équations fon¬ 
damentales de Maxwell : c^es^ la nécessité de conserver leur 
structure aux équations de P électromagnétisme quand on 
change de système de référence qui est la base solide de toute 
la théorie. L’expérience de Michelson a joué un rôle considé¬ 
rable, parce qu’elle a d’abord appelé l’attention sur la discordance 
entre l’expérience et les prévisions déduites des lois de la méca¬ 
nique classique; on a ensuite reconnu la cause profonde de ce 
désaccord. Si maintenant on donne à l’expérience de Michelson 
son véritable sens, on constate qu’elle vient simplement se joindre 
aux autres vérifications expérimentales du principe de relativité. 

La relativité généralisée et la loi de gravitation d’Einstein nous 
a|)porteront des vérifications plus remai'quables encore que celles 
qui viennent d’étre indiquées. 



DEUXIÈME PARTIE. 

LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. GRAVITATION 
ET ÉLECTRICITÉ. 


CHAPITRE XL 

LE CHAMP DE GRAVITATION, 


52. Conditions d^application du principe 
de relativité restreint. 

Une concepilon foiidainentale est à la base de la théorie de la 
relativité ]‘estreinte : celle du mouvement rectiligne et uniforme. 

Cette notion doit être précisée car il semble ejue l’état de mou¬ 
vement rectiligne et uniforme n’ait pas de sens absolu. S’il esl 
légitime de parler d’un système en mouvement rectiligne et uni- 
(’orme par rapport à un autre^ quel crirérium a-t-on pour décider 
si un système envisagé isolément est ou non en translation uni¬ 
forme? 

Voici dans quel sens on peut répondre à la question. N^ous sup¬ 
posons qu^on peut tromper un système S tel que^ dans cc 
système^ la loi inertie de Galilée soit^ exacte : Un point 
matériel sur lequel n’agit aucune force appliquée se meut d’un 
mouvement l'ectiligne et uniforme ; cela signifie : dans ce système S. 
nous envisageons des corps de référence ou des axes de l'éférence. 
iinmobiles par délinilion; un point matériel sur lequel n’agit 
aucune force appliquée se déplace d’un mouvement de ti*anslation 
uniforme par rapport à ces corps ou axes. En d’autres termes 
encore, il ne règne dans ce système aucun champ de force 



î-ii I)i:UXlKME PAUTIK. — IA RELATIVITÉ GÉNÉa.VLlSÉE. 

Un tel système est dit système galiléen^ et d'autres systèmes 
S', S',. . . sont également des systèmes galiléens s'ils sont animés 
par rapport à S d’un mouvement de translation uniforme, sans 
rotation. 

Le principe de relativité restreint n’en\isagc cpie des systèmes 
galiléens. Il affirme que dans tous ces systèmes les lois de Félec- 
tromagnétisme exprimées par les équations de Maxwell-Lorenlz 
sont exactes; que la lumière se propage a\ec la meme vitesse c 
dans toutes lés directions, c étant une constante universelle; qu’on 
peut faire une mesure optique du temps; que, d’une façon générale, 
les lois des phénomènes sont les mêmes. 

Un espace-temps pouvant contenir dans toute son étendue une 
infinité de systèmes galiléens est un Univers de Minkowski 
(Chap. VI). 11 est régi par les lois de l’électromagnétisme sous leur 
forme habituelle. Nous le qualifierons èüeuclidien à cause d(‘ 
l’analogie (n"' 26 ) entre l’état de mouvement rectiligne et uni¬ 
forme,. c’est-à-dire entre la droite d’Lnwei^s dans I’espace-tem|)s 
quadridimeiisioniiel, et la ligne droite dans l’espace tridimen¬ 
sionnel de la géométrie euclidienne (*). Lomme cet espace, l’Uni¬ 
vers de Minkowski est infini. 

Dans l’étude de la relatûité restreinte, nous a\<>ns totalemenl 
négligé le cliamp de gravitation. (Cependant, dans la réalité des 


(^) Il y a cependant une gxossc clifTércncc déjà signalée, înais sux' laquelle il 
convient d’insister. Dans l’espace tridimensionnel euclidien, le carré de la distance' 
de deux points peut être mis, par un choix convenable des coordonnées (axes 
rectangulaires), sous la forme d’une somme de trois carrés : 

Dans l’espace-tcmps de Minko\vski, les carrés qui interviennent dans l'ex¬ 
pression du caiTé de l’intervalle entre deux événements ne sont pas tous an'cclé.s 
du même signe (à moins d’introduire une coordonnée temps imaginaire) 

Comme dit Eddington, le fait que le temps n’intervient pas avec le même signe 
que les distances « est le secret des dilTércnccs que préscnlenl los manifestations 
du temps et de l’espace dans la nature ». 

La géométrie de Minkowski (n*>27) est hyperbolique. .Néanmoins, malgré 
celte inodification de la géonxétric cnclidicnnc, nous dii'ons qu’un espacc-tcrrips 
caractérisé par l’expression précédente de l’invariant est un Lnivers eu¬ 
clidien. 


CHAPITRE XI. — LE CHAMP DE GRAVITATION. 


I2J 


choses, dans FL ni vers réel, la gravitation s’exerce partout et agit 
sur toute portion de matière. Agit-elle aussi sur l’énergie et 
ne vient-elle pas détruire Vhomogénéité^ qui est caractéristique 
de r Univers de Minkowskl? 


53. La pesanteur de l’énergie. 

La dynamique de la relativité restreinte a pour conséquence la 
loi, vérifiée d'ailleurs par l’expérience, de finertie de rénergie, 
mais n’implique pas a priori que l’énergie soit pesante. 

Line question capitale se pose donc : la pesanteur est-elle, 
comme l’inertie, une propriété de l’énergie? Est-elle liée à 
l'inertie? I.orsque la masse inerte d’un corps change avec son 
énergie totale, en est-il de même de la masse pesante? 

L’expérience répond par raffirmative (^). Supposons qu’une 
j)erte d’énergie par rayonnement, d’où résulte une variation pro¬ 
portionnelle de la masse inerte, ne s’accompagne d’aucune variation 
(le poids; il en résulterait qu’une certaine quantité d’uranium et 
rcnsemble des prj@duits de sa transformation, hélium et plomb, 
auraient des poids égaux mais des masses différentes, et par suite 
ne prendraient pas la même accélération sous l’influence de la 
pesanteur. 11 de\ rait exister, en un même lieu, pour l’uranium et 
le plomb, une différence dépassant dans les valeurs de l'accé¬ 
lération due à la pesanteur. 

Or les expériences de M. Eotvüs ont établi que l’accélération de 
la pesanteur esl, en un même lieu, la même pour tous les corps. 
Cette vérification a été faite au moyen de la balance de torsion, 
qui a }>ermis de constater que la direction de la verticale est 
exactement la même pour tous les coi'ps : cette direction est celle 
de la résultante du poids et de'la force centrifuge due à la rotation 
de la Terre; comme la force centrifuge est proportionnelle à la 
masse Inerte, si le poids n’était pas proportionnel à cette masse, 
la verticale n’aurait pas la même direction pour tous les corps. La 
constance du rapport entre le poids et la masse inerte a été vérifiée 


(‘) P. Lanoevin, Journal de Physique^ Conférence à la Société de Physique, 
mars 1913. — A. Einstein, Ann. dé Phys,^ t. 40 , 1916, 
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avec, une précision qui dépasse le vingt-millionième : nous 
sommes loin d’écarts supérieurs au dix-millième. 

Nous avons vu, d’autre part, que les petits écarts des masses 
atomiques résultent \ raisemblablement de vai'iations d’énergi(‘ 
interne lors de la formation des atomes (P. Langevin). Nous 
pouvons remarquer que ces écarts se constatent par des mesures 
de poids. 

Nous sommes donc amenés à conclui'e que Ténergie est pesante 
et qu’il y a, dans un champ de gra\itation déterminé, proportion¬ 
nalité exacte entre le poids et la masse inerte de réncrgie. 

Il était donc naturel d’admettre que Fénergie rayonnante, en 
particulier la lumière, est pesante, et Ton devait penser qu’un 
rayon lumineux s’incurve dans un champ de gravitation. 

Einstein a d’abord appliqué la loi de Newton (‘); le calcul d(‘ 
Fangle des asymptotes de la trajectoire hyperbolique suivie par 
un mobile, dont la vitesse à grande distance du Soleil serait c, a 
conduit au résultat suivant : un rayon lumineux dont la trajectoir(‘ 
passerait à la distance minimum r du centre du Soleil devrait subir 
une déviation 

>.GM 

a = - 

rc^ 

G étant la constante de la gravitation, et M la masse du Soleil, 
Pour un rayon passant tangentiellement au bord du Soleil, on 
aui'ait a = o", <87. 

Mais la découverte de la loi réelle de la gravitation, faite plus 
lard par Einstein^ a montré que la loi de Newton n’est qu’um^ 
approximation pour les faibles vitesses, et que la déviation d’un 
rayon lumineux doit être le double de la valeur précédente, c’est- 
à-dire i" 74 * Nous verrons que les observations ont vérifié Fexao 
litude de la loi d’Einstein. 

54. La généralisation du principe de relativité. 

La pesanteur de la lumière met pour la première fois la gra\i- 

(/) Ce premier raisonnement d’Einstein était hybride : il associait le point de 
vue de la propagation de la lumière, régie par les lois de l’électromagnctisme 
qui impliquent des actions de proche en proche à travers l’espace, avec le point 
de vue de la mécanique classique, celui des actions instantanées à distance. 
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talion en liaison avec les pliénomènes éleclromagTiélic|ucs. De 
graves conséquences en résultent. 

Pour un observateur lié à la terre, un mobile lanc<'^ e‘l ai)au™ 
donné à lul-nième ne satisfait pas à la loi galiléeimc it 
puisqu'il est dévié par la pesanteur (et la force centrifuge cunipuset* 
due à la rotation de la Terre). Nous voyons qu’il en est <îe uuuue 
pour la lumière et que par suite la vitesse d’une onde n'esi pas 
toujours pour l’observateur terrestre — rigoureusement curnslaïUe 
sur tout son parcours. La meme conclusion s’ap])llqu<^ à uuis l(‘s 
mondes réels de FUnivers : d’aucun système naturel un lu^ peul 
voir — du moins sur une grande étendue — un mobib^ ou menu* 
un rayon de lumière se propager suivant un mouvement rtu'.liligue* 
et uniforme; en un mot, le système galilécn n’est quTimî lietlon. 

Faut-il donc considérer le principe de relativité connue mu* 
abstraction en dehors des réalités objectives? Doit-on r<nu>mu‘r à 
cette admirable synthèse et considérer Finvariance <lcs lois delà 
Nature comme une simple approximation, d’autant mtîilbîurt* (pu* 
le système de référence diffère moins d’un système galiléuni? 

Peut-on, au contraire, étendre le principe de la relativilc au eas 
d’uii système de réference quelconque? 

Einstein n’a pas hésité : il a érigé en principe Faffiriualion sui¬ 
vante : 

l^ous les systèmes de référence sont équivalents pour for¬ 
muler les lois de la Nature : ces lois sont « covci/ ca fi tt\s ‘ ] 
vis-à-vis de traiisformotions de coordonnées arhitra.ùu*s. 

Les lois de la Physique doivent être telles^ qué'ellrs suituii 
valables dans un système de référence ahsolunien ( quel-- 
conque. 

Celte généralisation du principe de relativité s’impose. Kn eflél, 
toutes les sensations pour lesquelles nous percevons l’Univers s(ml 
déterminées par des coïncidences absolues (par exemple la eoïu- 
cidence d’une onde lumineuse avec notre rétine); tontes les lois (h* 
notre science sont basées sur la constatation de comcid(;nc<%s dans 
FEspace-Temps. Dans le langage de la relativité, ces coïnci(If*ncrs 


(’) Ce terme signifie que si ces lois sont données dans un système, eïles sont 
données à la fois dans tous les systèmes. 



. DEUXIKME PARTIE. — LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 

sont des intersections de lignes d’Univers, absolues et par suite 
Indépendantes de tout système de référence. 

Voici une image, due à Eddington (^), qui fait comprendre la 
c[uestion : « Supposons tracé un réseau de lignes d’Univers et 
imaglnons-le placé dans une masse gélatineuse. Si maintenant 
nous déformons cette gelée dbine manière quelconque, chaque 
ligne d’Uni\ers se déforme, mais les intersections continuent à 
se succéder dans le même ordre et aucune intersection supplé- 
mentaii^e ne se trouvera créée. La gelée déformée nous donnera 
une histoire du monde aussi exacte c[u’avant sa déformation, et 
il n’existe aucun critérium qui nous permette de dire qu’une des 
deux représentations est préférable à l’autre. 

» Supposons maintenant que nous introduisions des divisions 
de l’espace et du temps, ce que nous pourrions faire en traçant 
des mailles l'eetangulaircs dans les deux états successifs de la 
gelée. Nous avons maintenant deux manières de situer les lignes 
d’Univers et les événements dans l’espace et dans le temps, ma¬ 
nière que nous devons traiter sur un pied d’égalité. Evidemment 
nous ne changeons rien au résultat si, au lieu de déformer d’abord 
la gelée puis d'introduire des mailles régulières, nous introdui¬ 
sons des mailles irrégulières' dans une gelée non déformée. Tous 
les systèmes de mailles sont donc équivalents. » 

Cependant, les effets de l’accélération paraissent contredire le 
principe généralisé. Par exemple, dans un véhicule un voyageur 
est renversé par suite d’un coup de fi'ein trop brusque; c’est là un 
effet bien réel et si l’on venait dire au voyageur que les lois des 
phénomènes sont les mêmes quel que soit l’état de mouvement du 
système, il ne serait pas convaincu. Nous avons déjà insisté sur le 
fait que l’accélération a une sorte de réalité physique absolue. 

Il est donc clair que, dans un système non galiléen, le principe 
de relativité précédemment étudié ne s’applique pas tel quel. La 
suite nous montrera que la généralisation du principe nécessite 
rintroduction, dans chaque système, d’un champ de force — 
appelé par Einstein champ de gravitation — particulier à ce sys¬ 
tème; c’est précisément ce champ qui se manifeste parles effets 


(^) A.-S. Eddington, Space Time and Gravitation. Traduction française par 
Jacques Rossignol, p. 109 (1921). 
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mécaniques de l'accélérali-On. Le système galiiéen correspond au 
cas particulier où ce champ disparaît. 


55. L’équivalence entre un champ de gravitation et 
un champ de force dû à un état de mouvement 
accéléré (^). 

Nous allons commencer par Fanalyse de notions qui nous 
paraissent évidentes parce que nous j’sommes habitués, et c’est 
précisément parce que nous y sommes trop habitués que personne, 
avant iMiisleln, n’avait eu Fidéc de les approfondir. 

i^' L(i ^'ravLi.aLion. doit être une action de proche en proche. 
— A la question « pourquoi un objet soulevé et abandonné à lui- 
mèuu' tombe-t-il )> ? chacun est tenté de répondre : parce qu’il est 
attiré par la Terre. La physique moderne doit formuler la réponse 
d’une façon dlirérente. 

Le développement, dans le domaine de l’électromagnétisme, de 
la théorie des actions de proche en proche non instantanées a 
conduit à la théorie de Maxwell et au principe de,relativité res¬ 
treint. Une conception semblable doit être admise pour la gravi¬ 
tation. L’attraction de la Terre sur l’objet qui tombe n’est, en 
somme, qu’une apparence, car la Terre agit indirectement sur 
l’objet. D’une façon générale, toute matière ou toute énergie 
détermine dans son voisinage les propriétés de FEspace-Temps, 
produit un(‘ modification de FEspace-Temps qui se manifeste à 
nous par ce que nous appelons un champ de gravitation. La pro¬ 
priété d’agir sur un objet, ou sur une onde électromagnétique, 
appartient à FEspace-Temps modifié par le voisinage de matière ou 
d’énergie; ce n’est pas une action à distance directe et instantanée 
produite par un corps attirant. 

2" IJ égalité de la masse pesante et de la niasse inerte. — Le 
champ de gravitation possède une propriété excessivement remar- 


(*). A. Einstein, La théorie de la relativité restreinte et généralisée mise à 
la portée de tout te inonde. Tradaciion par Rouvière, p. .Vi et suivanles. 


HlîCüUEREI- 


9 



‘3o DEUXIÈME PARTIE. — LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 

quable, qui n’appartient pas aux champs électrique et magnétique. 
Alors que dans un même champ électrique des charges différentes 
prennent des accélérations différentes, dans un même champ de 
gravitation raccélération acquise par un corps ne dépend pas de 
la nature du corps. Tous les corps, qu’ils soient lourds ou légers, 
tombent avec la même vitesse si les conditions initiales sont les 
mêmes. 

Ainsi.J dans' un champ de gj'a^ùtation, Vaccélération est 
indépendante de la force qui s^exerce sur le corps. 

Ce fait, si familier, est extraordinaire. Nous allons, avec Eins¬ 
tein, le formuler autrement. 

D’après la loi du mouvement, on a (pour les faibles vitesses) : 
force = masse inerte x accélération, 

c’est-a-dire que la masse inerte (masse au repos) est caractéristique 
du corps accél(3ré. 

Si la force est le poids du corps, on a : 

force = masse pesante x intensité du champ de la pesanteur. 

La masse pesante étant également une caractéristique du corps. Il 
suit de là : 

. masse pesante . . , , , 

accélération =- - -X intensité du champ. 

masse merle 

Puisque l’expérience prouve que, dans un même champ depesanteur, 

■- -1. 1 1 1 masse pesante 

1 accélération est indépendante du corps, le rapport- -, - 

masse inerte 

est une constante indépendante de la nature du corps et si l’on 
choisit les unités de façon que ce rapport soit égal à l’unité, la 
masse pensante est égale à la masse Inerte et d’autre part l’accélé¬ 
ration est égale à F Intensité du champ. 

11 y a longtemps que la mécanique 'à enregistré ce résultat, 
mais personne ne l’avait interprété. L’interprétation est celle-ci : 
la même qualité d’un corps se manifeste selon les circonstances, 
soit comme inertie, soit comme pesanteur; en termes plus précis : 

LA FORCE DE GRAVITATION EST UNE FORCE n’iNEllTÏE. 

Imaginons une portion d’Univors vide, si loin des étoiles et de 
toute unatière cjue nous soyons dans Le cas idéal où la loi gali- 
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léenne d'inertie est applicable. Il est alors possible, dans celte 
portion d’Univers, de choisir un système galiléen S relativement 
auquel des points immobiles restent au repos, des corps en mou¬ 
vement sur lesquels n’est appliquée aucune force sont animés d’un 
mouvement rectiligne et uniforme. 

Dans ce système galiléen S, supposons une chambre isolée, dans 
laquelle se trouve un observateur muni d’appareils; pour cet 
homme, il n’y a pas de pesanteur, pas de direction privilégiée. 

Par un câble attaché a un crochet fixé au milieu de la toiture de 
la chambre, un être extérieur se met à tirer avec une force cons¬ 
tante. Pour un obser\ateur immobile dans le système galiléen S, 
la chambre commence à être animée d’un mouvement uniformé¬ 
ment accéléré et sa vitesse croît d’une façon fantastique. Toute 
autre sera l’opinion de l’homme enfermé dans la chambre. L’accé¬ 
lération va projeter cet homme sur le plancher; pour lui, il y aura 
un « haut » et un « bas », comme dans une chambre sur la Terre; 
il constatera la loi de la chute des corps, tous les objets ayant la 
même accélération; sa première impression sera qu’il se trouve 
dans un champ de gravitation. 

Cependant, à la réflexion, il sera étonné des eflets observés car 
la chambre devrait tomber en chutci libre dans le cliamp de gravi¬ 
tation, ce qui ferait disparaître la pesanteur. Cherchant ce qui se 
passe, il découvrira le crochet et le câble tendu : cette fois tout 
sei'a clair pour lui,, il se dira : ma chambre est suspendue, esa 
repos^ dans un champ de gravitation. 

Cet homme est-il dans l’erreur? nullement, car son interpré¬ 
tation est conforme aux lois de la Mécanique. Alors nous pouvons, 
comme lui, considérer la chambre comme immol)ile, bien qu’elle 
soit accélérée relativement à l’espace galiléen S ; la possibilité de 
cette conception repose sur la propriété fondamentale d’un champ 
de. gravitation de donner à tous les corps la même accélération, 
c’est-â-dire repose sur l’égalité de la masse pesante et de la masse 
inerte. 

Supposons maintenant qu’à l’intérieur delà chambre, l’homme 
suspende un corps au bout d’une corde, c’est-à-dire constitue un 
pendule : la corde se tendra et prendra une direction bien déter¬ 
minée qui sera « la verticale ». L’homme estimera que la tension 
de la corde équilibre le poids du corps, que cette tension est 
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déterminée par la masse pesante. Mais, d'autre part, un observa¬ 
teur du système galiléen S jugera.de la façon suivante : la corde 
est forcée d'accompagner la chambre dans son mouvement accéléré 
et transmet ce mouvement au corps suspendu : la tension équi¬ 
libre la force d’inertie, elle est déterminée par la masse Inerte. 

3 ® Le boulet de Jules Verne. — Au lieu d’imaginer que la 
chambre de l’observateur est loin de toute matière, supposons-la, 
au contraire, lancée sans rotation et se mouvant en chute libre 
dans le champ de gravitation d’un astre; la pesanteur y sera sup¬ 
primée puisque, dans ce champ, la chambre et tous les objets qu’elle 
contient seront soumis à une même accélération d’ensemble. Pour 
l’observaleiir de la chambre il n’y aura ni haut ni bas, et un mobile 
libre sera au repos ou animé d’un mouvement rectiligne et uni¬ 
forme; la lumière à l’intérieur ou dans le voisinage de la (duunbre 
se pi'opagera en ligne droite. En résumé, un système de référence 
lié à la chambre en chute libre sera un système galiléen (bien que 
pour un observateur de l’astre sur lequel tombe la chambre le 
système soit accéléré), et l’homme de la chambre considérera 
rUnivers comme euclidien dans son voisinage. 

4^ Le principe d'équivalence. — Il résulte des considérations 
qui précèdent que, d’une part, l’emploi d’un système de référence 
en mouvement équivaut à créer un certain champ de gravitation 
dans lequel ce système pourra être considéré comme immobile; 
que, d’autre part, Femploi d’un système de référence lié à un corps 
en chute libre dans un champ de gravitation revient à supprimei* 
ce champ* 

Dans toute portion d’espace il est impossible de se prononcer 
entre les deux interprétations suivantes : i® il existe un état de 
mouvement, non uniforme, sans champ de gravitation ; le sys¬ 
tème envisagé est au repos, mais il règne dans la région considérée 
un champ de gravitation s’exerçant sur toute portion d’énergie. 

11 est donc impossible de distinguer un champ de force d’inertie 
dû à un état de mouvement et un champ de gravitation. Il y a 
équivalence.^ selon l’expression d’Einstein* 

Cette conception est en plein accord avec un fait bien connti : 
nous avons déjà dit, à propos des expériences d’Eotvés (n"^ 53 ) 




CHAPITUE XI. 


LE CHAMP DE GUAVITAIION. 


133 

(jue la verticale est déterminée par la résultante du cliamp de la 
|)esanteiir et du champ de force centrifuge due à la rotation de la 
Terre. Ces deux constituants du champ terrestre interviennent au 
même titre dans tous les phénomènes sensibles à leur action. Tout 
se passe pour un système de référence en rotation comme s'il était 
en translation dans un chamj> de gTa\ itation dislri!)ué comme le 
champ d(‘ force centrifuge. 


56. L’Univers réel n’est pas euclidien. 

Pour un observateur en chute libre, dans un boulet de Jules 
Verne, le champ de gravitation disparaît; mais il est essentiel de 
remarquer cjue c’est seulement dans une région peu étendue (théo¬ 
riquement infiniment petite) que rUnivers est euclidien pour cet 
observateur. Le champ de gravitation (existe à distance, car l’inten¬ 
sité de la pesanteur n’est constante ni en grandeur, ni en direc¬ 
tion. En supprimant le champ en un point, on raccentue ailleurs : 
par exemple, relativement à robservateur qui tombe en chute 
libre sur la Terre, le champ de la pesanteur est doublé dans la 
région symétrique par rapport au centre de la Terre. 

Aucun champ de gravitation produit par la matière n’est uni¬ 
forme; aucun système de référence ne peut annuler un champ de 
gravitation dans toute son étendue : on ne peut supprimer un 
champ que localement. 

L’Univers réel, envisagé dans son ensemble, n’est donc pas 
euclidien. 



CHAPITRE XIL 

LA THÉORIE DES SURFACES DE GAUSS ET SON EXTENSION 
A UNE AÎÜLTIPLICITÉ POSSÉDANT QUATRE DIMENSIONS. 


Nous avons donne un énoncé du principe de ladalivilé généra- 
lisé el nous avons dit pour quelle raison (‘cLl.e généralisation 
s’impose; nous pouvons rnainlenant comprendia^ (‘omincnl il 
faudra Uexprimer. . 

Clioisir un système dt^ référcnice arbili*aire, ou faire une trans¬ 
formation arbilraire d(i coordonné(‘s, c’est inlroduire un état de 
mouvement arbitraire: ou, d'après le principe (réquivalence, un 
champ de gravitation arbitraire. Par conséquent, les lois qui 
régissent les phénomènes phj.siques doivent contenir, implicite¬ 
ment ou explicitement, sous la forme la plus générale, les gran- 
deui'S qui caractérisent un cham|) d(‘ gravitai ion. 

Le princip(‘ de relativité exige 1 rs équations qui exprimenl 
ces lois conservent leur forme dans un champ de gravitation 
quelconque. 

Cette condition d’invariance, ou plus exactement de covariance, 
limite eônsldéraldement les Formes possibles pour les lois de la 
Nature. 

57. Les longueurs et le temps dans un champ 
de gravitation. 

L’innucnce d’un champ de gravitation sur la marche des hor¬ 
loges et sur la mesure d(‘s Jongueurs dépend du champ envisagé 
ou, ce qui revient au même, de l'état de mou\ement équivalent. 
Nous allons prendre un exemple simple ( ‘ ). 

Imaginons un système S en chute libre, par conséquent localement 


(') A. IvixsTEiN, Im iheof'ie de la relativité restreinte et généralisée mise à 
la portée de tout le mon de ^ p; (>8. 
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«aliléeii; dans ce système S, les résultats de la tliéorlede la relati¬ 
vité restreinte sont applicables. Prenons un second système S 4 oi'mé 
par un disque plan dont le mouvement, par rapport à S, est une 
rotation autour d’un axe normal au plan du disque, passant par le 
centre de ce disque et fixe dans le système S. Un observateur situé 
excentriquement éprouve faction d’une force qui agit radialement 
vers l’extérieur; cette force est interprétée par un observateur du 
système galiléen S comme un effet d’inertie : c’est la force centri¬ 
fuge. Mais, d’autre jiart, l’observateur entraîné avec S' doit con¬ 
sidérer son disque comme un corps de référence immobile et doit 
interpréter la force qui agit sur lui et sur les corps au repos par 
rapport au disque comme l’effet d’un certain champ de gravita¬ 
tion. 11 est à peine besoin de faire remarquer que ce champ de 
force possède une structure qui n’a aucun rapport avec celle du 
champ de gravitation au voisinage d’une masse attirante, mais 
cortformément à la généralisation à laquelle nous autorise le prin¬ 
cipe d’équivalence, nous appelons quand meme ce champ un 
champ de gravitation ou, si l’on pi'éfère, un cliamp de gravitation 
géométrique. 

L’observateur de prend deux liorloges identiques marquant 
toujours la même heure tant qu’elles restent au même point. 11 
place l’une au centre dudkque et transporte l’autre en un point 
du disque à la distance /• du centre; les deux horloges sont immo¬ 
biles dans le système du disque; vonl-elles rester synchrones? 
certainement non. Examinons-les, en effet, du système galiléen S : 
celle qui est au centre n’a pas de vitesse, l’autre (ist en mouve¬ 
ment : nous savons que cette dernière va marcher plus lentement. 
Cet effet sera constaté par l’observateur du disque, car il s’agit 
d’un effet bien réel et non d’une apparence, le temps propre t au 
point situé à la distance r du centre étant plus court que le 
temps t du système galiléen c[ui est le temps au cenlre : 

de sorte qu’au bout de quelque temps, en ramenant fhorloge du 
point r au centre du disque, l’observateur constatera qu’elle est 
en retard sur celle qui est restée au centre. 

A chaqiiie distance r correspond un temps propre; c’est dire 
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qu’il n’j a aucune sjiichronisalion possible pour Tobservaleur du 
système S^; il n'y a pas un temps unique valable pour le système S' 
du disque. 

Cet exemple fait comprendre que, d’une façon générale, dans 
un système immobile dans un champ de gravitation, équivalent à 
un système accéléré |)ar rapport à un système galiléen, il n’y a 
plus de définition possil)le du temps pour le système tout entier, 
plus de mesure possilde par des liorlogcs synchrones, eau chaque 
point possède son temps propre. 

La définition des coordonnées spaciales présente de meme des 
difficultés insurmontables si Ton s’en tient aux coordonnées de la 
géométrie euclidienne. Preprenons Pexemple du disque tournant, 
fmaginons qu’en appliquant sur la périphérie du disque une règle 
très courte prise pour unité de longueur, on marque deux |)oints A 
et B, et que le raymn soit mesuré avec la même règle. Un observa¬ 
teur pla<-é au centre appartient au système galiléen, puisque le 
centre est immobile; cet observateur peut donc appliquer les 
résullats de la relativité j'estreinte : D’une pari, pour cel observa¬ 
teur, le rayon du disque n’est pas changé par la relation, (uir les 
rayons sont normaux à la vitesse; d’autre part, l’uiiité de lon¬ 
gueur AB, qu’il \oit ])asser sur la périphérie lui paraît plus courte 
que si le disque ne tournait pas (contraction de Lorentz-Einstein) ; 
l’obser\ ateur du centre est donc conduit à considérer la circonfé¬ 
rence comme contenant F unité de longueur un plus grand nombre 
de fois que si le disque était immobile dans le système galiléen ; 
il trouve que le. rajq)ort de la circonférence au diamètre est supé¬ 
rieur au nornbia* tc, et le rapport qu’il obtient est d’autant plus 
grand, j)Our une même vitesse angulaire, c[ue le rayon de la (dr- 
conférence est [)lns grand. La géométrie de ce disque n’est donc 
pas euclidienne. 

D’une façon générale, pour un système au repos dans un champ 
de gravitation, on ne peut j>lus définir les coordonnées spaciales 

y, comme on le fait en géométrie euclidienne. La notion 
même de ligne droite perd sa signification. 

11 semble, que. par ces difficultés, toute la théorie de la relati¬ 
vité soit remise en question, car tant que les coordonnées des 
événements ne sont pas définies, on ne voit plus quel sens attribuer 
aux lois de la Nature. 
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Einsleili a résolu le problème par une admirable extension de la 
îhéorie des surfaees de Gauss. 


58. Les surfaces et les coordonnées de Gauss. 

Supposons une surface qui ne soit ni plane ni développable sur 
un plan. Dans une multiplicité à deux dimensions seulement, 
(éesl-à-dirc si l'on s'interdit de considérer, enlre deux points de 
la surface, un chemin de traverse dans l’espace extérieur, cette 
surface est un univers non (‘uclidien (^). 

Gauss a montré qu’il (‘st possilde d’énoncer les lois de la géo- 
mélrie de ces surfaces sous une forme indépendante du système 
de cooi'données. On (‘.omprend, dès à présent, qu’en ajoutant 
deux dimensions, on pourra, jiar une généralisation de la théorie 
de Gauss, énoncer les lois géométriques deFtinivers non euclidien 
à quaire dimensions. 

Gauss est parti de Fldéc*. qu’il doit être possible, par des opéra¬ 
tions de géodésie sur la surface, de mettre en évidence la courbure 
d<‘ la surface en faisant simplement des opérations d’arpen¬ 

tage, [)ar les [)rocédés habituels, en appliquant la géométrie eucli¬ 
dienne du plan. Eu effet, en tout point de la surface, il y a un 
plan langent et, dans une étendue limitée, la surface peut être 
confondue avec son plan tangent; ceci est d’autant plus exact que 
Fétendin^ (uivisagée est [)lus petite, et devient rigoureux pour une 
éiendue inlinimenl jielite. 

Traçons sur la surface une famille de courbes arbitraires a ; 
désignons chacune de <‘es courbes par un chiffre et figurons les 
courbes u = \, w ™ y,, ... ; entre deux de ces courbes, on peut 
imaginer une infinité de courbes représentant tous les nombres 
compris entre les deux nombres entiers qui désignent les deux 
courbes envisagées. Les courbes sont assujetties à la condition 
essentielle de ne pas se couper, de façon qu’il ne passe qu une 
courbe ii par chaque point. Donc, à chaque point de la surface 
(H)rrespond une coordonnée a bien déterminéé. Traçons de même 


(') Il est euclidien dans l’espace à trois dimensions. 
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une seconde famille de courbes r, les courbes e coupant les 
coui'bes U, Chaque point a ainsi deux coordonnées u et r. 

Fig. iG. 



Deux points et P' infiniment voisins onl pour coor(]()nnées 
respectives e; iida^ v-\-dv. \a's coordonnées de Gauss 
reviennent, en somme, à la coordination d(‘ deux nombres, la 
correspondance avec les points de la surfaiuî étant univoque et 
telle que deux points infiniment voisins soi(Mit repr('‘S(‘ntés par des 
nombres infiniment peu dificrents. 

Dans une élendiu; infiniment petite autour (run point 1 ^, on 
peut confondre la surfaire avec son plan tangivnt (U les courbes ave(‘. 
leurs tangentes; on est donc l'ainené, en chaque point, à un sys- 
terne de coordonnées rectiligues, mais obliques; la dislanc^e ds 
du [)oint P à un point infininu'nt voisin P' f‘St 

^ ^ j c/s- = (iu- -H du dv -+- ^^<0 1 dv du H- ^>'22 ''A’-, 

1 = ;?■ U «'Ai- -f- X .A’’i 2 dU di-> 4 - ^ 22 A-’”, c a i* gvi— gt 1. 

Si Ton s’est donné les courbes u et c, 011 peut, en ciiaqiie 
point I*, mesurer av(:‘c des règles les distances au point P 

ù"$ de trois points P', P", P'" extrêmement voisins de ce point, 
correspondant à des valeurs connues des ou et oc. us pouvant être 
pratiquement confondu avec ds^ ou et oc confondus avec du et dv^ 
on a trois équations permettant de calculer les qui sont ainsi 
déterminés par des mesures d’arpentage. 

Les (p-? V = 1, 2) sont constants en chaque points confor¬ 
mément à la géométrie euclidienne ordinaire, c’est-à-dire qu’ils 
sont indépendants des points P', P'", P'" choisis pour les mesures 
d’arpentage. 

Mais, cduii point P à un autre ^ les g sont variables ; ce sont 
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Jonctions de u et de v\ C’esL seiilemenL dans le cas (i\ine siir- 
^ euclidienne qu’on peut trou\er des courbes u el c telles 
on ait en tout point 

; •> ) ds - = du -,^'*11 “ ” 1 J \ 


Jl'csL préciséinenl la possibilité d’un tel choix qui est caractè¬ 
re par le mot <( euclidien ». Sur le plan, les courlies u el e 
iennent ainsi des droites rectangulaires. 

3ans le cas général, les étant en chaque point des fonctions 
a et de e, l’arpentage permet de connaîti'e ces fonctions, (lauss 
lonlré que la géométrie de la surface est alors entièrement 
erminée, et que Les Lois de cette géométrie s'expriment d'une 
:on indépendante des coordonnées, 

ues lignes de plus-courti^ distanc<‘ se nommcnl géodésie/ues, 
longueur d’une ligne quelconque entre deux points Pi, Po 

/ ’ ds, (]etle llgn<‘ est minimum si la longueur des lignes inlîni- 

d P.. 

;nt voisines de la ligne considérée est constante, puisqu’une 
LCtion est constante aux environs d’un minimum (ou d’un 
Lximurn); une géodésique rend donc* slalionnaire la valeur do 

itégrale C ds. ce qu’on écrira 


I ‘2 ) 



lin géométrie jilane, les géodésiques sont des droites. En géo- 
itrie spliérique, non euclidienne si Ton ne (considère que les 
iix dimensions de la surface, ce sont des arcs de grands cercles. 


D’une façon générale, si Ton exprime o j" ds -- o, on est conduit 

me équatioii difrérentielle (|ui fait inler\cnir //, ^ Quand 

. change de système de coordoruiées, Véquation dijféren- 
dle garde la même forme à condition qaç les g\j>^ aient tes 
tavelles valeui's correspondant aux nouvelles coordonnées, 
/yropriétés des géodésiques se trouvent donc exprimées 
lis une fojpie indépendante du système de coordonnées. 

On peut aller plus loin el caractériser l’individualité de la sur- 
::e; il existe, en effet, une grandeur qui s’exprime au moyen 
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(les et de leurs dérivées premières et secondes : cel/e gran¬ 
deur est un invariant^ c est-à-dire a, une valeur numérique 
Indépendante dû système de référence employé : c^est la cour¬ 
bure totale 


R, et Ro étant les rayons de courbure principaux. La coiiiLure 
totale est une caractéristique de la surface en cha(:[ue point. 

Pour un plan, on a en louL point R o. 

Si R = const. <; o, on obtient les lois de la Géométrie de 
Lobatcbefsky. 

Si R const. ^ 0, on a la Géométrie de Rieinann ( sphèreR 


59. Vue d’ensemble de la théorie d’Einstein. 

La compréhension delà théorie d'Einslein sera facilitée en Indi¬ 
quant, dès le dél)iit, les idées générales. 

On peut élendre la ihéorie de Gauss à un nojnbre de dimensions 
j.)lus grand. Avec deux dinumsions de plus, ce qui est le cas de 
F Univers quadridimensionnel, on |)ourra confondre, en chaque 
paint-événement, dans un domaim? quadridimensionnel infini¬ 
ment petit, rUnivers réel avec V Univers de Minko^vski tangent^ 
comme en géométrie des surfaces on confond localement, la sur¬ 
face avec son plan tangent. • 

Dans l’Univers euclidien tangent, le principe de relativité res¬ 
treint s’applique. Cet Univers tangent est localement celui de 
robservateur du boulet de .Iules Verne, en chute libre, pour ([ui 
la loi galiléenne d’inertie est exacte dans son voisinage immédiat. 

L’invariant fondamental, l’intei'valle d’Univers entre deux évé¬ 
nements infiniment voisins est mis sous la forme suivante, qui est 
l’extension de (1-12) : 

ds- = dæ\ H- 2^12 dxi dx^ dxi dx-i ^44 dxl. . 

11 n’y a plus ici ni longueurs ni temps, ^3, CC/, sont quatre 

variables, quatre coordonnées d’Univers. 

Les sont les grandeurs caractéristiques du champ de 
gravitation^ au sens généralisé conformément au principe d’équi- 
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valence (n“ oo) ; ce sont ces grandeiivs, les dix potentiels de 
oravllation, qui doivent lio-urei* dans l’expressioii des lois des phé¬ 
nomènes, pour que ces lois conservmil la même forme, cpiel que 
soir le syslèine.de référence (n'^ oi). 

Dans un Ünivers euclidien, réqiiation oénérale des géodésiqnes 
est, ('.oinme nous favons vu dans réliide de TUnivers de Min- 
kowski, 

( 1-1 ■>. ) 0 j cl s =: y/ — ctx ~— (tj - — //z- c- dt- = O, 

X, y, étant les coordonnées d’espace rapportées à trois axes 
recLangnlaires et t le temps. iNoiis désignerons dorénavant par 
eoordonnées p'nlîléennes les coordonnées d'espace et de temps 
délinies par 

— dx- — dy- — dz- -h c- dt- 
ou 

ds^ = — ? - - d\\ - d\\-^d\\. 

Cette définition n’est possible que dans un Univers euclidien, et 
le w\(ylgaiiléen a un sens plus spécial que le euclidien^ puisque 
le système de coordonnées dit galiléen correspond à un choix 
jiarticulier (trois axes l'ectangulaires d’espace en mouvement non 
accéléré ) dans un Univers euclidien. 

La géodésique (4-12) est l’extension quadridiniensionnelle de la 
droite de la géométrie, et son équation est rexpresslon de la loi 
ga 1 il éenne cl’ i n erti(^. 

Dans rUnivers réel, et c|uelles que soient les coordonnées, une 
géodésiepu; sera encore représentée par l’équation 



C[ui exprime la loi d’action stationnaire. 

Un champ de gravitation, au sens généralisé, comporte un 
élément arbitraire, puisqu’on peut modifier à volonté le champ de 
force « géoniétricjue » parle choix des coordonnées (^). Cepen¬ 
dant tout n’est pas arbitraire : il j a un élément bien déterminé, 
la siraeture géométrique (quadridimenslonnelle) de l’Espace- 

IiifKilvjn'p/' liA l’înaAtéM’miriîiLion dfis coorctoiinécs cst conipa- 
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Temps en chaque point-événemeiiL Les intervalles ds séparant un 
point d’Univers des points infiniment voisins, intervalles indépen¬ 
dant de tout système de coordonnées, sont des invariants et 
caractérisent la configuration de l'Espace-Temps, comme en géo¬ 
métrie les distances permettent la description complète dhine 
figure indépendamment de son orientation; un autre invariant est 
la courbure totale, extension de la courbure de Gauss; enfin les 
géodésiques ont une existence absolue. 

Puisque, dans le champ de gravitation*d'un astre, tous les corps 
tombent avec la meme vitesse, malgré leurs poids différents, il faut 
porter son attention, non sur la prétendue « force attivactive » qui 
est variable avec le corps, mais surFétat de mouvement, c’est-à-dire 
sur la ligne d’Univers qui, étant la même pour tous les corps 
placés dans les mêmes conditions initiales, doit ôtré une caracté¬ 
ristique de rUnivers lui-même. 

Dès lors, il ne faut plus dire : la force de gravitation est une 
force attractive; un corps abandonné à lui-meme dans un champ 
de gravitation n’est pas libre et ne suit pas la loi d’inertie parce 
qu’il subit une force appliquée. Il faut dire : un corps abandonné 
à lui-même est toujours un mobile libre et se meut suivant la loi 
d'inertie, la loi d’action stationnaire; mais cette loi n’est plus celle 
de Galilée, parce que les lignes d’Lnivers naturelles, ou géodé- 
siques (5-12) de l’Univers non euclidien, ne sont pas des <( droites 
d’Univers ». ‘ 

L’expérience prouve que les propriétés et la configuration de 
l'Espace-Temps sont liées à la présence ou au voisinage de la 
matière, et plus généralement, de l’énergie. La déformation de 
l’Espace-Temps entraîne une courbure des lignes d’Univers des 
mobiles libres, des géodésiques, et cette courbure se manifeste à 
nous par l’existence d’une force d’inertie qui nous a donné l’illu¬ 
sion d’une force attractive appliquée, parce que, en fait, elle se 
traduit à nos yeux par une telle apparence. 

U importe de noter que la déformation de l’Espace-Temps ne doit 
pas être considérée comme la cause de la gravitation. Entre la 
slructure de l’Univers et la gravitation, il n’y a pas de lien de 
causalité, car c'est une seule et même chose. Les phénomènes de 
gravitation sont simplement des manifestations de la déformation 
qui existe én présence ou au voisinage de la matière, qui est sou- 
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mise à une loi découverte par Einstein^ mais dont la cause pre¬ 
mière reste un profond mystère. 


60. Transformations de coordonnées. 

Dans un système localement euclidien (chute libre), le principe 
restreint est applicable dans un domaine suffisamment petit. 
Soient donc X,, Xo, X3 les coordonnées d’espace par rapporté 
des axes rectangulaires quelconques, X, = la coordonnée de 
temps. L’intervalle entre deux événements infiniment voisins 

(G-r>.) = - -- dXl -H dXl 

est indépendant de l’orientation des axes choisis, et est mesurable 
dans le système avec des règles et des horloges. 

X^, Xo, X3, X/, sont des coordonnées galiléennes. Introduisons 
maintenant de nouvelles coordonnées .r,.,, fonctions 

des anciennes : inversement, les anciennes coordonnées sont des 
fonctions des nouv elles v ariables : 

Xi = /i(.'î7i, X 3 , .T.v); X 2 ==/ 2 (a?i, .Tâ, X 3 , 074), «... 

On en déduit 

Substituant dans (6-12), ds- prend la forme d’une fonction 
quadratique des dj:^^ : 

( 8-12) ds^ = ^11 dxf -H ^22 d^l H- ^33 H- é'4V dxl 

-+- 2 ^12 dxi dX2 H- 2^13 dxx dxz H- 2^14 dxx dxi, 

-f- 2 dX2 dxz H- 2 g2!, dX2 dXi, H- 2 ^34 dx^ dX;,. 

-Les sont des fonctions des coordonnées, dépendant de la 
transformation 

O- ^ d/i ^.A ^ ^If’- 

* do* JJ. ôx.f ôx^^ dxv do7{j, ôx^ âx^ dx.j 

La forme de l’expression (8-12) n’est pas modifiée par une 
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nouvelle transformation de coordonnées (x\, ^3, ;r'. ) et Fou 

peut trouver facilement les valeurs des g''^y en fonction (ies 


( 9 -> 


groupés dans le table 


g li gi:i gik 

S-n 

g-ll À'23 g'ï\ 

l 

g-^-l g-A'i g:\k 


gM A^'.3 .«Vv-v 


SC réduisent à dix, puisque 


Les seize ... 

de coordonnées gaiiléennes, on a 


1 \j.'j - 


g\p^. Dans le cas 


(io-ia; 


Nous écrirons l’ex}.)ression (S-ip.) sous la forme 

O I - J O. ) f/s'^ = (fxp^ dxy. 

Comme exemple, faisons la transformation permettant de passeï’ 
des coordonnées gaiiléennes X,, Ko, X3, K., à des coordonnées 
rapportées à des axes qui, dans le système galilécn, tournent autour 
de 0X3 avec la vitesse angulaire coc. Les formules de transforma¬ 
tion sont les suivantes : 


{vx~vi) 


Xi = cos(ü:r.*4.— X2 sin w:r4, 
X2= sin -4-coso),r4., 

X 3 = 5-3, 

I Xu= Xi^.. 


On en déduit 


dXi = cos (O xu dxi — s i n tu .r4 dx >— oj (xi si n tu X/, h- cos w x/, ) dx;, , 
t/X2= sin tu <^371 H- cos m .^4 dx.^~\- tu ( x.y cos tu .r^. — j.*.> si 11 tu r/» ) dxi, , 
dX:^=z c/ra, 

^7X4= dx!,. 

Substituant dans (( 3 -12 ), on a Fexpressiou de l’invariant ds- en 
fonction des dxp, : 

ds^ — — dx ’l — dxl — dxl H- [i — tu-Ço?] -h ^| ) J dxr, 

-f- U (U ^2 dxi dx;, — XMXx dxt dxi^. 


(i3 12 ) 



Ln poinl materiel libre décrit (ians le système euclidien une 
droite d'un moiiv ement uniforme ; sa li^ne d’Univers est o ds = o. 

Son mouvement n’est évidemment pas changé par le lait qu’on 
prend de nouvelles coordonnées x.*-, X:, et l’on a toujours 

G I ds = o. Mais, dans le nouveau système de coordonnées, Ies^qj,v 
ne sont plus des constantes, ce sont des fonctions des x^; il en 
résulte que. dans le système des la géodésiqiie de\ient courbe, 
le mouvement du point matériel n’a{)paraît plus comme rectiligne 
et unitbrme. Nous attribuons alors la coui'bure de la géodésique 
à un champ de force, à un champ de graNitalion (au sens généra¬ 
lisé) qui se manifeste dans le nouveau système; ce champ est 
conq^létement déterminé par les puisc[ue le mouvement du 
point matériel libre, iadépendant de la nature du point maté¬ 
riel^ ne dépend que de ces grandeurs. Nous Voyons que Vappa- 
j'il ion d^ un champ de gravitation est liée à la vaiùation des 
Dans l’exemple que nous avons choisi, pous remar(|uons que 

‘aü 

o ù 

Q = - ~ to- 6*- 1 ) 


est le potentiel de la force centrifuge (toc étant la vitesse de rota¬ 
tion). Par analogie, tous les g^y sont regardés comilie les « com¬ 
posantes » du potentiel généralisé du champ de gravitation. 

Nous avons déjà remarqué (n” 59 ) que dans le cas général d’une 
transformation arbitraire, les ne sont plus ni des longueurs, ni 
un temps; ce sont des « coordonnées d’Univers ». Ainsi, dans 
l’exemple très particulier que nous venons de donner, X;^ n’est pas 
<( le t<‘m])s » du système tournant : il n’y a pas de temps défini 
pour ce système tout entier, comme nous l’avons précédemment 
montré (n*^ 57 ). 

On voit cjue la méthode suivie est calquée sur celle de Gauss, 


BKCQllEaEL 


10 
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avec (leux dimensions de plus. Au lieu des deux familles de 
courbes u et e, on a quatre familles d’tc espaces » tridimension¬ 
nels ; en chaque point 

d’Univers, ou événement, se coupent quatre espaces. 

11 ne faudrait pas croire qu’une pareille coordination n’ait pas 
de sens, les coordonnées ne signifiant plus rien (dans le cas 
général) au point de vue des longueurs et du temps. Nous avons, 
en effet, insisté sur le fait, qui est la base meme de la généralisa¬ 
tion du principe- de relativité, que les réalités physiques corres¬ 
pondent aux rencontres de lignes d’Univers de points substantiels. 
Ces rencontres s’expriment par des Aaleurs communes des coor¬ 
données, qu(?l que soit le choix de ces coordonnées; tous les sys¬ 
tèmes sont donc également bons pour (‘xprimer les lois de la 
Nature, et la description de l’Univers peut se faire en coordonnées 
arbitraires, tout comme la géométrie des surfaces; peu importe 
que ces coordonnées ne soient ni des longueurs ni des temps. Le 
principe de relativité généralisé peut s’énoncer : 7 "ous les.^ys- 
tè/nes de Gauss {^étendus à quatre dimensions^ sont^ en prin¬ 
cipe^ équivale nls pour formuler les lois de la Nature. 

Veut-on eejxmdant conserver les notices d’espace et de temps? 
On peut le faire. Dans un système galiléen, c’est-à-dire où n’exis¬ 
terait pas de champ de gravitation, on pourrait prendre un corps 
de référence rigide par rapport auquel on repérerait les longueurs, 
et des horloges synchrones qui mesureraient le temps. Dans un 
champ de gravitation, il n’y a plus de corps rigides ni d’horloges 
synchrones : on envisagera alors comme corps de réféi’ence des 
corps non rigides auxquels seront liées des horloges, ou si l’on 
veut un système formé d’un réseau à trois dimensions, avec des 
lioiloges aux nieuds du réseau pour donner l’heure dans chaque 
cellule. De pareils corps de référence, qui non seulement sont en 
mouvement, mais changent de forme dans le champ de gravitation 
sont les « mollusques » d’Einstein. Le mollusque est équivalent 
à un système de Gauss, mais on consei've l’espace et le temps, 
chaque point du anollusque étant considéré comme point d’espace, 
chaejue point matériel immobile par rapport à lui étant considéré 
comme au repos, tant cpie ce molluscjue sert de système de réfé¬ 


rence. 


CHAPITRE XIII. 

NOTIONS DE CALCUL ÏENSORIEL (i) 


S’il est lé^ilime d’employcii* des coordonnées aiT)Ui'aii'es, quelle 
peut èti'e leur utilité et quel but poursui\ ons-nous ? 

Nous cherchons comment, conformcnnuit au principe de rela¬ 
tivité j^'énéralisé, la covariance des équations de la IMiysiquc peut 
être obtenue; et si, dans l’Univers réel, nous reconnaissons que 
les potentiels de gravi talion doivent être assu jettis à certaines 

relations, ces relations exprimeront la loi générale d(‘ la gravi¬ 
tation. 

Dans la théorie delà relativité généralisée, l'invariant cAv joue 
un rôle fondamental. On est conduit, de plus, à envisager des 
êtres mathématiques appedés lenseurs; cluicun d’eux est défilai 
par un certain nombre de fonctions qui sont dites « composantes 
du tenseur )>. Le. a calcul dilfércntlel absolu », créé par Riemann, 
ChristofFel, Ricci el Levi-Civita (antérieuriunent à la théorie 
d’Einstein) donne les régies permettant de caleulerles composantes 
d’un tenseur dans un nouv^eaii système de coordonnées lorsqu’on 
connaît (‘.es composantes pour un premier système, et lorsque, bien 
entendu, la transformation qui relie les d(mx systirmes est donnée. 

Les tenseurs sont caractérisés par le fait que les équations de 
transformation de leurs composantes sont linéaires et liomogènes : 
si toutes les composantes (run tenseur sont nulles dans un sys¬ 
tème de coordonnées, elles disparaissent aussi dans tous les autres 
systèmes. Une loi naLarelle formulée par Vannulation un 
tenseur^ ce qui veut dire par Vannulation de toutes les com¬ 
posantes ddni tenseur, ou formulée par Végalité de deux ten- 


(^) D'après Einstein {Aïiu. d. PhysU, ipiH, p- f\[)) el Ï^ddington {lîeport on 
ihe relatioity theory of gravitation^ 1920; Espace^ Temps el Gfra'italion, 
édition française, Iradiiclion par Jarqvios Rossignol, 193 t). 
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seiu\s\ est coearian Le cV une façon gênél'ale : elle est donc mise 
sous la f 07 'me exigée par' le pi'incipc de l'clatwiié. 

En chercliant les règles d’après lesquelles on pt'ut loriner des 
tenseurs, on obtient les moyens d’exprimer les lois de la Physique 
sous une forme intrinsèque, où tou! système de roordonnècLs a 
disparu. 


61. Quadri vecteurs contre variants et quadri vecteurs 
covariants. 


Quadrdvecteurs contreoariants, — Passons d’un système de 
coordonnées X/,) à un autre système {x'^^ xf xf x'f. 

L’élément de ligne, défini par ses quatre « com[)osanles » 
dx^^ dxi), dx/, est transformé selon les équations 


, , (),i 

CU'i = -j- 
(jj 


- dXi -H dx-i -f- 

1 UXi) 


<)x\ 

()xi 


dx -i - 


ôx\ 


dxL 


(4 é<jnations) 


qu’on peut résumer sous la forme abrégéii 









O- étant le même indice i, ou 2, ou 3 , ou 4 dans les deux membres, 
et la sommation étant faite, pour chaque indice o-, en remplaçant 
successivement V par i, 2, 3 , 4. L’expression (i-i3) représenU^ 
donc les 4 équations qu’on obtient en faisant successivement 
(7 3 = I, 2, 3 , 4 , et dans chacune de ces équations la sommation est 
faite ] 3 ar rapport à v. 

Tout groupe de quatre quantités A'-' (de memes dimensions 
physiques) qui se transforment suivant la même loi que les dx^. 
c’est-à-dire telles que 


(2-13 ) 



AV 


constitue /ja/’ définition \ii\ quadi'ioecteur contreoariaiit, ou 
tenseur contreeariant de premier ordre. 

On a pris l’habitude de placer l’indice en haut (A*^) pour syn- 
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ih étiser les quatre composantes d’nn quadrivecteur contrevariant, 
sauf cependant pour dxrj qui, bien que contrevarlant, est écrit 
avec indice en bas. 

Il est. évident que si et sont les composantes de quadri- 
vecteurs contrevariants, il en est de inènie de (A'^dz (meme 
indice c p(Hir A et potir B dans chaque composante ). 


Qaadri^Hicteiirs covarianls. — Quatre grandeurs Av (indice 
<m [)as ) sont appelées composantes cVan cjuadrivecteur ou ten¬ 
seur de premier ordre corarîant si, B'^ étant un quadrivecteur 
contrevariant arl^itraire, on a 

( 1 ,') ) A1 1 > 1 -r- A 2 15 - -h A3 P>^ A4 B '«• = Av B'-' — i n varfan t. 

V 

\jix loi de transformation des quadrivecteurs covariants résulte 
immédiatement de cette délinitioh. Dans le second membre dê 
l’équation 

JmiJ Jmd 

<7 V 


remplaçons B'^ par l’expression obtenue en invePsanl l’équa- 
t i on ( 2- ï 3 ), c’ es t-ii-d i re 

! B'ex, 




i 


nous obtenons 




OU, puisque le quadrivecteur B^'^ est arbitraire. 


( 4 --i 3 ) 



Notation simplifiée. — On voit sur les équations qui précèdent 
que la sommation doit être faite en donnant successivement les 
valeurs i, 2, 3 , 4 d celui des indices qui figure deux fois sous le 

signe et que la sommation ne doit être faite que par rapport à 

Cet indice qui se nomme indice muet. 

L’indice muet n’a pas de signification propre, puisque dans là 
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sommation qui donne le développement complet de l’expression 
d’une seule et même composante, on doit lui attribuer successi¬ 
vement les A'aleurs i, 2, 3 , 4 * La lettre qui désigne l’indice muet 
peut donc être à volonté remplacée par une autre lettre cruelconque, 
pourvu que cette dernière lettre ne .figure pas déjà dans le terme 
considéré : ainsi, au lieu de ( 4 -i 3 ), on peut écrire 


mais non 




-2j âz 


Les remarques ([ui précèdent permettenl de supprimer le 

signe 2 sans nuire à la clarté de la notation. Il en sera de mèm(‘ 

dans la généralisation que nous allons faire : les indices muets 
sont faciles à reconnaître et il est sous-entendu qu’il faut sommer 
par rapport à chacun des indices muets. 


62. Tenseurs de second ordre et d’ordres supérieurs. 


Tenseurs contre^^ananis. — Formons les iG produits 
des composantes et de deux quadrivecteurs contrevarlants 

(5-i3) AlJ-v— 


D’après (2-1 3 ) la loi de transformation de ces produits est 


r=: V V A (J'V 

V ‘ 

d’après la remarque faite plus haut, nous abrégeons l’écriture en 
supprimant les ^ et nous écrivons simplement 


(6-13) 




àxL ùxL 

—- —^ AH-v. 

dx^i 


p. et V sont les indiees muets et nous savons que dans le dévelop¬ 
pement complet de il faudrait sommer en donnant succès- 
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sivement à chacun d’eux les valeui\s i, 2. 3 , /[. On aurait 


^, dxL àxi ôx' ùxL 

—1 —_ - i\i2. 

dxi àxi dx-i ‘ 


dx'fj àxL ùx'^ ôxi 

dX2 ()xi àx-i cJx.2 


oi 




ceci est l’expression d’une composante, correspondant à deux 
valeurs déterminées pour t et t, et pour écrire les 16 composantes, 
il faudrait donner successivement à a- et à t les valeurs i, 2, 3 , ^ ; 

Dans la suite nous n’emploierons plus que la notation abrégée 
telle que (6-1 3 ). 

Révérions aux 16 produits ( 5 -i 3 ) [A^^^ dans le premier système 
de coordonnées, d’après ( 6 -i 3 ) dans le second système]. Ils 
constituent les composantes d’un tenseur contrevariant de 
second ordre. 

D’une façon générale, tout ensemble de iG fonctions Al-''^ qui se 
transforment suivant la loi px'écédente (6-1 3 ) forme un tenseur 
contrevariant de second ordre. 

Un tel tenseur n’estpas nécessairement constitué, comme ( 5 -i 3 ), 
par les produits des composantes de deux quadrivecteurs. On 
démontre que les iG composantes At*'^ d’un tenseur sont les 
sommes des de quati'e paires de quadrivecteurs convenable¬ 

ment choisis. 

Il est clair qu’on peut généraliser et définir des tenseurs con- 
trevariants d’ordre 3 , 4 ? — •? ^^7 tenseur de rang n ayant 4 '' 
composantes ( * ) : par exemple, les G4 expressions 


A'crTp:- 


àx'fj dxi^ dx'çj 
dxa ()x^ dx^f 


AaPr 


(indices muets a, p, y) 


constituent un tenseur contrevariant d’ordre 3 . 


Tenseurs covariants. — De même l’ensemble des 16 pi'oduits 
des composantes de deux quadrivecteurs covariants, et d’une 


(1) Bien enteftdu, dans une multiplicité à trois dimensions seulement, le 
nombre des composantes serait 3 ^ Un tenseur du second ordre, à 9 composantes, 
est utilisé dans la théorie de l’élasticité; il est fourni par les tensions internes 
d’un solide ou d’an fluide visqueux. On désigne par une composante qui est' 
une tension dans le sens de l’axe des y et qui s’exerce sur une surface normale à 
l’axe des a; : chaque composante est ainsi associée à deux directions et le tenseur 
est du second ordre dans une multiplicité à trois dimensions x, y, z. 
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de i (3 quantités qui se transfor meut 


( 7-^3 ) 




é.ra dx>j 
d.r'fj ôxL‘ 


( indices iniicis [jl, v ) 


constitue un tenseur covariant de second ordi'C. 
Les 64 expressions 

,, ùxa '^^{3 * 

- dx- OxL üx' 


sont lès composantes d’un tenseur d’ordre 3 , — 

Tenseurs mixtes, — L’ensemble de fonctions qui parti¬ 

cipent à la fois des deux modes précédents de transformation 

A a 137... (3 

ave-...” dxi, ôXc Oxij dx'fj’' 'foip...'* 

Il' étant le nombre des indices a, ,S, ... ; n" le nombre des indicius p, 

V, cr, ... est un tenseur mixte à\^ràrr. n — a’n\ contrevariant 
d’ordre /?/ et covariant d’ordre n", 


Tenseurs s)'/nétricjues. Un tenseur (contrevariant ou eova- 
riant) est dit symétrique,, quand les composantes obtenues par 
permutation de deux indices p. et v sont égales, par exemple 

AR = (HJ , Ajj,v = Avjj.. 

Cette symétrie se conserve dans toutes les transformations de 
coordonnées. 

Tenseurs symétriques gauches, — On appelle ainsi des ten¬ 
seurs dont les composantes sont égales mais de signes opposés 
quand on permute deux indices 

AP = —Avp-, Aj,.v = -Ava, 

Si le tenseur est de second ordre, les 4 composantes à indices 
égaux (ou A|x|j.) sont nulles. Des 12 composantes qui restent, 
6 seulement ont des valeurs diflférentes, au signe près (Sechser- 
vektor). 

Un tenseur symétrique gauche d’ordre 3 n’a que 4 composantes 
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(lifrércnles (au signe près) et un tenseur sjmétrjf|ue gauche 
d’ordre f n'a plus qu’une eomposaiiLe. Il n’y a pas de tenseur 
symétrique gauclie d'ordre supérieur à du moins dans une 
multiplicité à quatre dimensions comme celle que nous'envisageons. 


63. Multiplication des tenseurs. 


Maltiplicaiion extérieure. — Si l’on multiplie deux a deux les 
composantes d’un tenseur d’ordre /? et celles d’un tenseur 
d’ordre /?/, on obtient expressions. On déduit aisément des 

règles de transformation précédentes (jue ce sont les composantes 
d’un tenseur (ordre l^ar exemple, les produits suivants de 

tenseurs A et B sont des tenseurs T : 


Contraction cVan tenseur mixte. — Une opération d’une 
extrême importance est celle de la contraction. 

Avec un tenseur mixte, on peut former un tenseur d’un ordre 
inférieur de deux unités en égalant un indice de caractère cova- 
rlant et un indice de caractère contrevariant, c’est-à-dire en 
imposant la condition que ces deux indices aient toujours même 
valeur. Par exemple, dans le tenseur mixte A^s^^, imposons la 
condition ^ = t, nous obtenons un tenseur A^,^^ qui n’(îst plus que 
du second ordre. iNous avons en (dlet 


(8-ï3) 



àx^ ()xy (It^^ g 

dXy 


Mais 

()xy àx'fj âxy 
dx'ç^ dxi ~~ ()x^ 


selon que y ^ o ou que y = o. 

Nous avons donc, en effectuant la sommation par rapport à S, 


O^Y éXfj ^ 

-—~ -t-A-agY == O -4- O H— O -f- 

ôx'^ drg “Py 
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sabstitiiant dans ( 8 -i 3 ) 


A'0- __ 


àXoL 

àx' 


xr 

àx' ^“Pv- 


A^vcr donc un tenseur covarianl d’ordre 2 (‘). 

De même le tenseur de quatrième ord re Aî| donne, par une 
première contraction, le tenseur de second ordre 


a a perdu son individualité et est devenu Indice muet. Ce ten¬ 
seur de second ordxe donne lui-même, par contraction, le tenseur 
d’ordre nul 

^ ^a[ 3 - 

U71 tenseur cVordre nul (i composante) est indépendant du 
système de coordonnées ; c’est un invariant appelé aussi scalaire. 

En résumé, on voit que si l’on impose Tégalité d’un indice 
supérieur et d’un indice inférieur, on forme un tenseur dont 
l’ordre est abaissé de deux unités, parce que les qualités de con¬ 
trevariance et de covariance, correspondant à ces deux indices, se 
d é trU i se n t m u tu ell e m e n l. 


Multiplication intérieure et multiplication mixte. — Nous 
pouvons combiner la multiplication extérieure et la contraction. 

Considérons, par exemple, le tenseur covariant de second ordre 
Ajji.v, et le tenseur contrevariant de premier ordre (quadrivecteur) 
: par multiplication extérieure nous formons le tenseur mixte 

D^v = 

puis, par contraction, nous formons le quadrivecteur covariant 

Dpi, = Dp; = Ajj,v 

Nous appellerons ce quadrivecteur produit intérieur des ten¬ 
seurs A^v B®"» 


(^) Il est à remarquer que l’expression n’est pas un tenseur et ne présente 

aucun intérêt. 



De même soit 


D |j,v — A jxv ' *3 

si, par contraction, nous formons 

Djj. = D{j.v = A |j^v " 

nous faisons une opération mixte, car c’est une multiplication 
extérieure vis-à-vis de a et 'r, intérieure vis-à-vis de v et n. 


64. Procédés permettant de reconnaître le caractère 

tensoriel. 


Procédé par invariance d'un produit intérieur. — D’après 
ce qui précède, le produit Intérieur est un scalaire 

lorsque A^Ç;;; et sont deux tenseurs tels que les ordres de 

covariance et de contrevariance du second soient respectivement 
égaux aux ordres de contrevariance et de covariance du premier. 

Inversement, lorsqu’un groupe de quantités A( p.v... ... ) 

déterminées par n indices, comme un tenseur, mais dont on ignore 
a priori la nature, est tel que 

( A(|XV ... .. = invariant 


pour un choix arbitraire d’un tenseur à n Indices dont 

lé Indices covariants et n indices contrevariants, on peut affirmer 
que A([jlv... ap...) est un tenseur contrevaiâant d’ordre n et 
covariant d’ordre n”. 

En effet, d’après (g-id), on a pour une transformation arbitraire 
( I O- 1 .‘1 ) A' ( ma.. .ah...) Ba/!"*." = A ( p.v... afJ.. . ) B^V^;; 

Or, par inversion des formules ( 6 -i 3 ) et (7-1 3 ) généralisées, on a 

_ é^[i. ^ ÙXf) rirmn.... 

ap...— ••• 3 


transportant dans (io-ï 3), il vient 




/ 
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Celle équation devant avoir lieu quel que soit le clioix de B', la 
quantité entre crochets est nulle. A(|jiv.. . a[ 3 ...) se transforme 
donc conformément aux règles de définition d'un tenseur A|ï‘/ ;; 
conlrevariant par rapport aux indices a, ... et (iovariant par 
rapport aux indices n, v, ..ce qui démontre la proposition. 

Par c'xemple, si A([j.v)Bm-'^ est un invariant pour un choix arbi¬ 
traire d\in tenseur conlrevariant du second ordre, A(pv) est 
un tenseur covariant du second ordre Ajj^v* 

De ménnq soient Bi^ et G' des quadrivecteurs arbitraires; si le 
produit intérieur A(pv)BH'C'^ est un scalaire, A(p.v) est un ten¬ 
seur covariant du second ordre A^v 

Ce dernier résultat est encore exact si, pour un quadrivecteur 
quelconque Bt*-, le produit intérieur A(av)BH'B'^ est un invariant 
et si, de plus, la quantité A(pv) est symétrique [A(pv) = A(v[a)]. 
Gn voit en efïét aisément que A(p.v)-f-A(vp.) a le caractère ten- 
soriel, d’où il résulte, à cause de la symétrie, que A(p.v) est un 
tenseur. Bien entendu, si Bh- est contrevariant, Ajj,v est covariant, 
(it si B(j. est covariant, A^'*' est contrevariant. 


Loi dit quotient [Eddinglon). — Une quantité, qui peut 
s'exprimer symboliquement comme le quotient d’un tenseur par 
un quadrivecteur, est elle-même un tenseur ou plus précisimient 
un groupe de quantités dont le produit intéj ieur' par un quadri¬ 
vecteur (covariant ou contrevariant) quelconque est un tenseur 
est lui-méme un tenseur. 

Supposons en effet que le produit de A(ii.va-... ap...) par B'' 
soit un tenseur covariant par rapport à contrevariant par 

rapport à a 3 ... quel que soit le quadrivecteur B''. On a 


h'{rnns., . ab ... ) B'" 


()Xr^ 

()x's 


àzq 


[A f jJLva . . . a[i) B'*'] ; 


or 




àx'n 


IV" : 


subsl ’^aant, on obtient 


[ 


A' 


( nins ,,, ab . . .) 


()xy f)Xfj 

àx',„ ùx'n ôxg 


f)x',f_ âxf, 

f)xa àx^ 


. Af [AVer 




B'" étant arbitraire, la quantité entre crochets est nulle, ce qui 
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prouve que aji,..) obéit à la loi de définilioii des ienseiirs 

eovariants par rapporl à p.vcr... contrevariants par rapport à a[j.. . . 

En particulier, si A(tjLv) B'^ est un quadrivecleur covariant | ou 
A( p.v )Bv un qiiadrivecteur contrevariant] pour un choix ai'bitraire 
du quadrivecteur (ou Bv)? peut en conclure que A( |j.v ) est 
un Uuiseur du second ordre covariant (ou contrevariant ). 

65. Les tenseurs fondamentaux. 

Le Lee seul' oovarlant fondamental — Dans l'expression 
de rinvariant dX- ('8-io,) 

( I I -O ■ ) ) cls'^~ 

dx^j, jOuc le rôle d’un quadrivecteur contrevariant arbitraire. 
Comme est symétrique ( d résulte d’une des règles 

.indiquées au n^ 64 que est un tenseur covaiaant symétrique du 
second ordre. 

Le tenseur contrevariant fondamental — Ecrivons le 
déterminant des 

S'm éfvi ^13 ^14 

^■^21 O 22 é^23 /?’24 

I I1 ■> ) g - tj.7 

^32 ^33 ^34 

^43 ffk!, 

puis (‘(u’inons le mineur de chaque et divisons chaque mineur 
par la valeur g du déterminant. Nous obtenons ï6 grandeurs 
(lo seulement sont distinctes, car — qui constituent un 
tenseur contrevariant, ainsi que nous allons le montrer. 

D’après une propriété connue des détermibants, on a 

(i.Vnh ou O. 

selon que [x = v ou que p. ^ v. 

Posons 

gt^ étant égal à i ou à o suivant que p = v ou que p ^ v, au lieu 
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^ 3 xpressioii (i i-i 3 ) de //s-, nous pouvons écrire 
ds'^- = dxs, = dxy^, dx.,. 

»’après les règles de multiplication des tenseurs, les grandeurs 

== o'jj.'T dx^ 

lent un quadrivecteùr covariant, jmisque g'^fj est un tenseur 
triant et un quadrivecteur contrevariant, et comme les dx^ 
vent être choisis ai'bitrairement, ce quadrivecteur est 

traire. 

O us avons donc 

dr^ == g^'^ d\ry d^^. 

uisque ds- est un invariant, que est arbitraire, et que 
symétrique, il résulte d’une des règles données au n^ 64 que 
est un tenseur contrevariant. 

e tenseur mixte fondamental. — et étant deux 
eurs, le premier covariant, le second contrevariant, (i4-i3) 
âme que ^Ji'est un tenseur mixte. (?e$t un tenseur remar- 
)le car ses composantes conseillent les mêmes valeurs dans 
les systèmes de coordonnées. 
ous remarquerons que 

^0 gl:== gi~^gî-^gi^gl=^^ 

. est un groupe quelconque de quatre quantités, nous 
LS, puisque \ ou o suivant que v =: a- ou que v ^ g-, 

3 ) ™ A <3--4- O -h O -h O ; 

l’autres termes, g% est* un opérateur de substitution. Ce 
Itat montre d’ailleurs directement que g!^ est un tenseur, car 
^ est un quadrivecteur, le produit intérieur g^ donne tou- 
s un quadrivecteur; ce qui prouve, d’après la loi du quotient, 
g^ a le caractère tensoriel. 

.diquons enfin une relation importante. Désignons l^txv 1 , 
1 , |lcs déterminants ayant pour éléments respectifs les 
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D’après la multiplication des déterminanls, oh a 

Comme on a aussi 
on voit que 

l^jxvl = « 


ÏJ9 


66. Tenseurs associés (^). 

Les trois tenseurs fondamentaux qui viennent d’ètre définis 
permettent de transformer les tenseurs, c’est-à-dire de construire 
de nouveaux tenseurs de t3’^pes différents en faisant passer à 
volonté un indice de bas en haut ou inversement. 

Par exemple, partons d’un quadrivecteur contrevariant ou 
d’un tenseur contrevariant At'*'*', nous pouvons écrire 

AH-v = Al = A^fJ, AH*v=: Aa^. 

Nous avons ainsi défini un nouveau vecteur A^, covariant, ainsi 
que deux tenseurs, run mixte A’^, l’autre covariant A^^p. 

Nous avons de même 

A JJ, = o"(j,a A , A . 

Les vecteurs et At*' sont dits associés Van à Vautre; de meme 
I(;s tenseurs Aj^^v? Aji At'-^ sont associés entre eux. 

On doit remarquer qu’il n’j" a aucune contradiction dans les 
définitions qui précédent, car si l’on élève un indice, puis qu’on 
l’abaisse, on retrouve le tenseur primitif. En effet, on a par 
exem])le 

Ajj,[B = Ajj,oc= Ajj,ci— Ajj^p. 

Un cas particidièrement remarquable est celui oii les ont 
les valeurs galiléennes (10-12). Dans le cas de l’espace à trois 
dimensions oii l’élément de ligne est dl-~ dx--\-dy^ ^ dz- ^ les 

(’) Eddington, Espace^ Tenips^ Gravitation; traduction française par 
J. Hossignol, partie théorique, 1^. 
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S'iJ.v gilliléens ont pour valeurs i ou o suivant que p = v ou < 
p. ^ V, de sorte que les ojiéralions précédentes ne inoddienL 
les composantes dam tenseur d’espace tridimensionnel ; dans 
cas de PEspace-Teinps, 

les valeurs non nulles des sont —i pour les termes d’esp 
et -f-1 pour le terme de temps : élever ou abaisser un ind 
cliange simplement le signe de certaines des composantes, 
peut donc utiliser un quelconque des tenseurs associés p( 
représenter un ensemble de grandeurs |.vhysi(pics sans entrer 
conllit avec les délinitions des anciennes théories. 

L’existence des tenseurs associés, qui représentent chacun i 
même entité physic[ue5 montre qu’une entité n’est pas, en cl 
meme, covarialite, contrevariante ou mixte; on peut, à volonté, 
attribuer des composâmes ayant celui des trois caractères c[u' 
veut. 

Invariant conlvdcié. — Toul tens.eui^ d’ordre pair |)ermet 
lormer un invariant : il suffit d’amener la moitié des Indices 
liant, la moitié en bas et de conlracter complètcmicnt; on obtii 
évidemment le même scalaire, appelé invariant contracté^ q 
que soit celui des tenseurs associés d’où l’on parle. 

Soit, par exemple, A|j.vcrp • on forme A^P, puis A ~ On p( 
aussi former des invariants dérivés tels que Ajj^verp Ap-'^'^P? 

67. Longueur généralisée d’un vecteur. Condition 
d’orthogonalité de deux vecteurs. 

Dans la théorie vectorielle ordinaire (espace seul ), on appc 
produit scalaire de deux vecteurs A et B le produit de loi 
longueurs par le cosinus de l’angle c[ue forment leurs directioi 
ce produit a pour valeur 

118 i3 ) \x Ifr-r- AjBy-h A- B- = Ap,H^ ( en notation abrégée ). . 

Les coordonnées étant galiléennes, les trois g^yj qui ne sont j. 
nuis sont égaux à i et il n’y a pas à faire la distinction de vectei 
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Le carré de la longueur d’un vecteur peut être considéré comme 
le produit scalaire du vecteur par lui-même. 

Deux vecteurs sont orthogonaux lorscjue leur produit scalaire 
est nul. 

Ces notions se généralisent facilement, dans le cas de coor¬ 
données quelconques, grâce’à rintroduction des qUadrlvecteurj 
covariant et contrevariant associés. Le scalaire 

Aa Bp- = AP B JJ, = ^> P^ A JJ, Bv = A P Bv 

dont (i 8 -i 3 j est la forme dégénérée en coordonnées galiléennej 
et pour trois dimensions, est la généralisation du produit scalaire 
de la théorie ordinaire. 

Le carré, de la longueur généralisée d’un quadrivecteur 
(ou Ajj,) est le scalaire 

(i9“i3) Ajj,AP= ^jj.vAPAv=: ^pvAjj,Av. 

Enfin la condition d’orthogonalité de deux quadrivecteurs Ajj, e 
Bjj,, ou A^ et Bp est • 

(ao-i3) Ajj,Bp=o ou Ap1^jj.= o. 

Si un vecteur Ajj, subit un accroissement orthogonal infinimen 
petit (ou si Ap subit l’accroissement rfAP), sa longueui 

n’éprouve qu’une variation du second ordre; on a^ en effet, er 
n’écrivant pas les termes d’ordre supérieur au premier 

k I d.1 Ÿ' ( Ajj^—1— ^^Ajj,j ( AP—}— <3?APj, 

= A jj, A P' —AP' c/A[j, —j— Ajj, <3?AP = “P* O —H ( > 

puisque, l’accroissement étant orthogonal, on a 

Ap C?Ajj, — Ajj, A P = O. 

68. Expression invarianté de rhypervolume. 
Densité tensorielle. 

Chère h ons d’abord la loi de transformation du déterminan 
S — 1 oVv 1 - D’après (7-13), on a 
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ce qu’on peut écrire 

ôx^ 

1 ÔX^J 

1 , 

, P 

(‘ 2 ï-f 3 j ^ 

()X(j 

j ÔxL 

j 1 ^ (J^v ! = 

ou 

(22-1 3 ) 


g ™ 

()x,i 1 
()X(j 1 

[ 'J— g 

Nous prenons y/— 

g parce ( 

:jue 

g est 


<)X 


i)Xrj 


qu’on le voit aisément car d’après (21-1 3 ) g ne changci 


de 


signe, et^-: 


pour les valeurs galiléennes (10-12 ). 


D’autre part, la loi de transformation de l’élément de quadri 
volume ’ 

dff'i = dxi dxç> dx-i dx;^ 


est, d’après un théorème connu de Jacohi, 


(23 i3) 


diù' = 


ÔX M 


dtf't . 


Multipliant ( 22-1 3 ) et { 23 -i 3 ), il vient 

\ 

( 24 - 13 ) \/— g' = \J — 


Dans l’Univers euclidien tangent, et en coordonnées gali¬ 
léennes (X,, Xo, X:{ coordonnées rectangulaires d’espace, 
X/, l’élément d’hj^pervolume est 

d^ùQ—dy^i d\^d\'id\u^ avec \J-^gz=. v, 

On a donc 

(25-13) <:/r/)o= \J — g dt3i z=z \J — g’ d(ù invariant. 


Densité tensorielle. — Soit maintenant un tenseur faisant 

partie d’un champ tensoriel^ l’intégrale 

f fJf 

prise entre des limites définies d’une façon absolue, est elle-même 
un tenseur, puisque \J—g d(x> est un invariant. 

Il est logique de considérer comme unité de quadrivolume la 
cellule quadridimensionnelle dont les arêtes ont des longueurs 
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unités par rapport aux coordonnées utilisées; c'est, pourquoi l’on 
donne à l’expression y/ —le nom de densité tensorielle. 

Lorsque nous verrons intervenir le facteur y/—, nous saurons 
que la signilication physique se rapporte plutôt à la densité tenso- 
rielle qu’ au tenseur. 

Quelle que soit la nature de la portion d’Univers considérée (Uni¬ 
vers euclidien ou non), il est toujours possi} 3 le de choisir les coor¬ 
données qu’en tout point-événement on ait y/ — gz=:i. Si en effet 
trois des quatre familles d’espaces coordonnés tridimensionnels 
ont été prises arbitrairement, on peut toujours choisir la quatrième 
de façon à diviser FUnivers en cellules ayant toutes le même qua- 
drivolume; avec ce choix de coordonnées, il n’y a plus de distinc¬ 
tion entre tenseurs et densités tensorielles et les calculs sont 
souvent très simpliliés. 


69. Différentiation covariante ou formation de tenseurs 
par dérivation. 


Symboles de ChristoffeL — Dans la suite, nous ferons un 
usage constant des deux symboles suivants : 


Premier genre. 


(•26-1 3 ) 


_ ï / ux 

L J ~ ^ \ 


ÔXy 




(27-1 3 ) 


('il n’y a pas de sommation), 
Deuxième genre^ 

..gX 


(sommation par rapport à a). 
De cés définitions, on déduit 


a r 


En effet, «n a 
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Nous voyons encore que 



Les expressions qui définissent les symboles sont symétriques 
en p. et v. Il existe quarante symboles différents de chaque ^enre. 

Nous verrons plus loin que, de même que les com¬ 
posantes du potentiel généralisé, les | | sont les composantes de 

la force généralisée, mais alors que les composantes du potentiel 
forment le tenseur les | | ne constituent pas un tenseur. 

Déï'wéC'co^^ariante d’ic/i quadrweeteur. — Partons d’abord 
d’un tenseur d’ordre nul ou scalaire. Sa dérivée est un quadrivec- 
teur covariant. 

On a, en effet, o étant une fonction de point invariante dans 
toute transformation de coordonnées : 


do __ àxoï. 

àxoi, ^ 


ce qui prouve (4“i3) que est un vecteur covariant. 

Mais on ne peut pas continuer dans cette yole ; la dérivée d’un 
quadrivecteur n’es t pas un tenseur. 

Nous pouvons cependant trouver une expression tensorielle 
qui remplacera la dérivée ordinaire (^). 

Il nous faut d’abord établir une formule auxiliaire. 

Partons du tenseur covariant nous avons, par une transfor¬ 
mation de coordonnées : 


I par dérivation, 


, ôxo^ Ox^ 
^{XV= T-r 

ox^ ox>, ^ 


(3 ^ dryp dx^ ^ ^ 

àx-^ y àx'^ âxy^ âx'^ dx^^ dx'-^ dx'^ J dx^, dxy dx\ àxy 
Dans le second terme de la parenthèse nous avons permuté les 


(^) Eddington, Report on the theory of .gravitation, p. 36. Espace^ Temps et 
Gravitation., partie théorique, n® 22* 



CHAPITRE XIII. 


NOTIONS DE CALCUL TENSORIKL. 


i 65 


indices a et p, ce qui est légitime puisque ce sont des indices 
muets ; de plus, dans le dernier terme, nous avons écrit 

() dxy à 

Nous avons de meme les formules 

/■3i_,3) ^ ^ àxp, àx^ àxy 

^ j 

_ .Z' àKva àx^ à^-Xo, àx^\ ^ ,)x^ àxp âxj àffay _ 
~JZJ~ - 1 1 / 1./ s-/ 


muets a, [j, y. 

Ajoutons (3i) et (32) et retranchons (3o), nous obtenons 

(33-.S) 

L J àxy^ oxy <)xi àxix dxi L T J 


àff'A 





àx^ àxy dg^y 

àx'y. 

” ^ y dx'<j àx'^ 

dx'x 

dx-)^ dx^ ôxy) J 


âxy àxi àxa 

àS-'lKl 

_ . f à^Xa 

dx^ 

<r-Xa. <J.r3\ 

- 4 - 

dx^ ()xy àgaj 

àxi, 

ôxi, 

àx'x 

()x\^ Ôxi) ôx’}^, 1 

àxlx 

âx'yj ()x\ àxi^ 

avons 

interchangé 

dans 

les derniers 

termes les indices 


et, en multipliant les deux membi'es par ^ , 

( 34-13 ) i !' ^ = (ff'lp ^ 4^ 

( P \ dXp y ()X') <)x'a / ” à 




O {T~^ = T-f ffap - 

( P ! dxp y ()x') <)xp j ^ <)x^ dx.j 

_j_ f .r'ip *!fl\ 'ifî [“P 1 

dx'-j L T J 

dxy, àx^i àxy L T J 

[craprès (G-i3 )] 

__ ^ âxa àx^ C a|3 I 

âx'^àxi^ âxp^ <)xy ( £ ) 

[d’après (i4--i3), (iG-i3) et ( 27 t-i 3 )J. 

C^est la formule auxiliaire dont nous allons nous servir. 

Soit maintenant A^, un quadrivecteur covariant ; nous avons 


et, par dérivation. 


dAjj, ^ ()X(J âx^ àAfj ^ 

à xi, . âx'^ àxy àxT:~^ ()x\i.àxii 
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Remplaçant par sa valeur tirée de la formule auxiliaire (3/( )y 

nous avons 

(35-13) î:!:^ __ ] ^ £1^ __ \ I A^. 

()a;ij i P 1 ^ d.Xp (h)'^ àxi, àx^ Ox'^ Î ^ 1 

Or — A'^ et d’autre part nous pouvons remplacer dans le 

dernier terme les indices muets a, 6, a* parc-, t; p. En posant alors 


àXn 

(30-,3) V=i:^ 

L’équation (35) s’écrit 


I Ap. 


f ()x IJ àXj; 

Aa.v = -p-r "-TT 
Oxs, 


ce qui prouve que A^^v, défini par (36), est un tenseur covariant. 
Nous avons donc atteint le but que nous nous étions proposé, ( a^ 
tenseur se nomme dérivée covariante de A[j.. 

Introduisons maintenant le quadrivecteur contrevariant A'^' as¬ 
socié à Aj;. Nous avons 

Afj = g 


D’après (36), nous pouvons écrire 

f)X' 


* é ■ , ^ K \ <3rv , , 

XI"L^(TpAP)— J ^ ^(^apAp.) 


t?AP 

â\9 

■ ^ ■ 


A àx., L P J 

«p:] 


[(Faprès (‘a 8 “ï 3 )] 


[d’après (‘>.9-13)]. 


Multiplions enfin les deux membres par pour faire passer un 
indice en haut; nous trouvons 


(37-i3) 




AP. 


Le tenseur mixte A^ est la dérivée covariemte du qaadrivec- 
teur contrevariant A^* (elle est appelée covariante parce que la 
difTérentiation introduit un indice covariant v). 
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opérations précédentes et former la dérivée covarianto d^in tenseur 
quelconque. Prenons le cas d’un tenseur covariant du second 
ordre. Un tel tenseur peut être considéré connue la somme de ten¬ 
seur du type ( ' ) ; d’après (36-i3), les expressions 

j j ^ t IJ.V ) 

i tlv.j Mi"'" 

sont des tenseurs. Multiplions la première expression par C|x, la 
seconde par Bx : nous obtenons des tenseurs d’ordre 3, dont l’addi¬ 
tion donne le tenseur 

en posant A),u.--= B),C,,. Gomme le second membre est linéaire et 
homogène relativement aux Axjj, et à leurs dérivées premièi-es, cette 
formation reste la même pour une somme de temseurs tels 
que BxGjji,, c’est-à-dire pour un tenseur co variant quelconque 
d’ordre 2 . Le tenseur Axt^v appelé « dérivée covariante du 
tenseur 
Le résultat 

(39—1 )) ‘Mv[xv = (Bxf’'|x)v = l^Xv 

(q Von Lauk donne la démonstration suivante {Oie JRelativitàtsiheorie, II 
lîand, p. 49). Soit un tenseur du deuxième ordre, désignant ses composantes 
pour lin certain système de coordonnées. Donnons-nous d’une manière absolu¬ 
ment arbitraire un groupe de quatre (iiiadrivecteurs ayant dans le système consi¬ 
déré les composantes C), D^, nous supposerons toutefois que le détermi¬ 
nant formé par les B^, G-^, est diiïérent de zéro. Nous pouvons alors 

déterminer un second groupe de quatre quadrivecteurs de eoriiposantes B), 6x7 
DL Ex, tel que 

Aa:a ^ E^E[^. 

On aura en effet Bp Dp en considérant les quatre équations linéaires 
à déterminant non nul 

^ • A,^,::-B-,B;-f-CxC;-f-lHD;-+-E5.E; (X • éi, 2, 3,/,). 

On obtiendra de même Bi,, G^,, etc. 

■ Les tenseurs du deuxième ordre peuvent donc se décomposer en spmmes 
de produits de quatre paires de vecteurs. Cette démonstration se généralise pour 
un. tenseur d’ordre quelconque. 
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montre que la différentiation covariante est une opération distri¬ 
butive comme la différentiation ordinaire. 

On obtient d’une façon analogue les dérivées covariantes des 
tenseurs contrevariants et mixtes du second ordre. On trouver 


( 4 o-i 3 ) 

(4i-i3) 




i‘x! 

1 

1 

\ ''' i A^xe 


dA^ 

S 


i "" ! Af. 

àx.j 

( e 

! - 

1 ■ 


Pour un tenseur d’ordre quelconque, par exemple 


ou a 


AP =_aP 






Af^v- 


£ 


aP - 


A? - 


£cr ) . £ 

n ( 


Nous pouvons comprendre dès maintenant l’ulilité de la dérlvéi^ 
covariante. 

Lorsque les '^ont constants, ce qui est le cas en coordonné(‘s 
galiléennes, les symboles de Ghristoffel sont nuis; les dérivées 
covariantes des tenseurs se réduisent aux dérivées ordinaires. Oonc, 
lorsqu’une loi physique est exprimée en coordonnées galiléennes 
par une relation où figurent des expressions qui sont visiblement 
des formes dégénérées de tenseurs et leurs dérivées ordinaires, 
nous pouvons, toujours en cooi'données galiléennes, rem])laccr les 
formes dégénérées par les tenseurs eux-memes elles dérivées ordi¬ 
naires par les dérivées covariantes; en coordonnées galiléennes, 
rien n’est changé et en même temps la loi est mise sous une forme 
tensorielle générale. Cette forme est celle exigée par le principe de 
relativité, car elle est indépendante du système de coordonnées : 
c’est certainement l’expression générale de la loi en coordonnées 
arbitraires dans un univers euclidien et c’est presque toujours (*) 
l’expression de la loi dans un univers non euclidien, dans l’IJni- 
vers réel où règne un champ de gravitation. 

Voici un exemple (Eddington) : supposons que nous clierchions 
réquation générale de la propagation d’un potentiel cp avec la 
vitesse de la lumière. En coordonnées galiléennes 

X, = rr, X2 ==jk, X3 = ^, X4 =c^, 


(^) C’est nécessairement l’expression générale quel que soit^e genre d'Espace- 
Temps lorsque le principe d’équivalence (n® 55 ) est applicable. Nous préciserons 
plus loin (n® 77 ) les conditions de validité de ce principe. 
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cette équation est 
(4-2-13) □<?=• 


()i Ç) Cp ()^ Cp t)‘- O 


àXi 


0X1 


0X1 




Les valeurs galiléennes non milles des sont 


•t; 


" — H- I ; 


nous pouvons donc écrire (en coordonnées galiléennes) : 

0 - O 


(43-i3) 


^|XV. 




Le potentiel étant un scalaire, sa dérivée ordinaire est un vecteur 
covariant (la dérivée ordinaire d’un scalaire est toujours iden¬ 
tique à la dérivée covariantc); en coordonnées galiléennes, nous 

pouvons remplacer la dérivée ordinaire de ce vecteur par la 


dérivé covariante cp^,v écrire 


(44-ï3) 


i'^'^?[xv= O. 


Jusqu’ici les coordonnées galiléennes sont nécessaires. 

Mais maintenant nous remarquons que l’équation (44) est sous une 
forme tensorielle,. et il y a meme cette particularité que le premier 
membre” est un invariant pour tous les changements de coordonnées. 
Cet invariant étant nul pour des coordonnées galiléennes est néces¬ 
sairement nul dans un uniçers euclidien, avec des coordonnées 
arbitraires : 


(4.3-13) 




_^(XV 


6^2 0 


OXp^ dXy) { 


JI 


Oo \ 


Telle est l’expression de l’équation ( 42 - 18 ) en coordonnées curvi¬ 
lignes, mais toujours dans un univers euclidien, car ùne transfor¬ 
mation de coordonnées n’altère pas la nature de l’Espace-Temps. 

Il est donc démontré que si le potentiel cp se propage suivant la 
* la loi ( 42 - 18 ) en coordonnées galiléennes, il se propage suivant la 
loi (45-13) dans n’itnporte quel système de l'éférence et quelles 
que soient les coordonnées choisies dans ce système, paurvu que 
l’univers soit euclidien. 

Est-ce aussi l’expression générale dans l’Univers non euclidien, 
c’est-à-dire dans un champ de gravitation? certainement, si le 
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principe d’équivalence est applicable, c’est à-dire si nous j)ouv()ns,, 
pour le phénomène de la propagation, remplacer en chaque point 
d’Univers TUnivers réel par l’Univers euclidien tangent. D’a[)rès 
ce cjue nous verrons plus loin (n" 77), il en est bien ainsi parce que 
les dérivées des d’ordre supérieur au premier ne ligurent pas 
dans (45-13), 

70. Signification de la dérivée covariante. 

Déplacement parallèle. 

Soit A un vecteur que nous supposerons d’abord, comme dans 
la théorie ordinaire, tridimensionnel dans un espace euclidien; 
prenons des coordonnées galiléennes : si nous déplaçons ce vecteur 

sans le faire varier, parallèlement à lui-mème, la dérivée t^st 
nulle. C’est ainsi que dans un champ de vecteur uiiifornuq on a 
en tout point = o. Mais si le champ n’est pas uniforme, la 
dérivée n’est pas nulle et donne le taux de variation du vc(;teur 

()X\/ 

suivant la direction x^f. Ce résultat s’étend évidemment à un qua- 
drivecteur pourvu que Fespace-Leni|)s soit euclidien et que les 
coordonnées soient galiléennes. 

Si les coordonnées ne sont pas galiléennes (espace-temps eucli¬ 
dien ou non euclidien), la dérivée ordinaire ne peut plus repré¬ 
senter le taux de variation absolue, car il se produit une pseudo- 
variation due à la nature curviligne des coordonnées ('). Un 
tenseur seul peut donner le taux de variation absolue et ce ten¬ 
seur est nécessairement la dérivée covariante puisqu’il doit se 
réduire à la dérivée ordinaire quand les coordonnées sont gali¬ 
léennes (symboles de Christoffel nuis). Soit alors un quadrivec- 
teur contrevariant (ou A^j, un quadrivecteur covariant) ; la dérivée 
covariante A^f (ou A[j,v) est formée du terme fou ) qui 
mesure le taux de variation apparente^ auquel il faut ajouter le 
terme | A^ ^ou le terme — | | attribuable à la courbure 


(q Par exemple, dans un. champ de force uniforme, les composantes polaires 
de la force varient d’un point à l’autre. 
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des coordonnées el qui disparaît en coordonnées galiiéennes. Ainsi 
la composante (ou A,j.v) de la dérivée covariante doit être con¬ 
sidérée comme représentant en chaque }K)int le taux de la variation 
absolue^ suivant la direction de la composante (ou A^) du 
/ d\u.\ - , , , 

v(icteur; -—■ (ou j est le taux de la variation apparente-; 

(JXy \ OÆ'V / 

enfui — ) l (ou 5 ) est le taux de la pseudo-variation. 

Supposoris qu'on déplace un vecteur suivant un certain contour ; 
dans un espace euclidien et en coordonnées galiiéennes, la condi¬ 
tion nécessaire et siiflisante pour que le veca.eur reste de même 
longueur et parallèle à lui-même pendant le déplacement 

est O (ou = O V Celte condition étant la forme dégé- 

()Xy \ ÔXy J ^ 

nérée de Féquation teiisorielle A!J~ o (ou A,xv= <> ), nous dirons 
que l’annulation de la dérivée (îovariante d’un quadrivecteur en 
tout point d’un contour exprime un déplacement a sans variation 
absolue » (Eddington) ou encoi'c un « iléplacement parallèle » 
(Wejl) le long de ce contour, bien qu’il ne puisse être, dans le cas 
général, question de « parallélisme » au sens de la géométrie 
euclidienne. ' . 


71, Quelques formules utiles. 

r’ jNous avons n u (1 d-i d) c[U(‘ 

z=z O OU { suiN aiil <(MC V a ou que v = a; 

on a donc 

( 46-1 3 ) ™ o ; 

d’où l’on déduit 

( 47-1 dgV-«- = - dgV«. = — f 4 .«P. 

On a de même 

( 48-13 ) dg>y,f^ = — g^oL gy^ dgV--^, 

2 ^ Soient A“?, Aaj 3 deux tenseurs associés. Multiplions par 
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les deux membres de Féquation précédente (48); nous o])tenons 
(49-î 3) Ap.v 

3^^ « étant le déterminant | |, dg sc torme en prenant la dif¬ 

férentielle de chacun des g^., en la multipliant par le mineur cor¬ 
respondant à et en faisant la somme algébrique de tous ees 
produits. Nous pouvons donc écrire 

(5o-i3j dg 

d’où nous tirons 


(5i-i3) 


d( I-og'^) = dg^j^^ = ~~ g.,,J 


4® Contractons le symbole de Christolfel de deuxième genre 
(27 -i3): , 


(52-13) 


3) 


àgv.^ àg.. dg. 


P ) 2 ' \ / ‘2 ^ 


o.p£ï££î 


car on peut permuter les indices muets p et e et l’on voit que les 
premiers et troisièmes termes des parenthèses disparaissent dans 
la sommation. ’ • 

D’après ( 5 o-ï 3 ), cette dernière formule s’écrit 

(53-.3) w-P ) 1 i ^ 

( P \ -Ig i)x^. 


72. Divergence d’un tenseur. 

Dans la théorie habituelle des vecteurs d’espace, on appelle « di¬ 
vergence » le scalaire 

()Ax (^Ay ()A-^ 

()x <)y âz ' 

nous pouvons la représenter, dans notre notation, par 

Qaadrwecteur contres aria nid — La généralisation s’im¬ 
pose; il faut considérer la dérivée covariante et prendre le scalaire 
A|i. Nous appellerons donc divergence la dérivée covariante 
contractée > 
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D’après (.‘)--i3), nous avons 


()./ n 


AP 


. () I.O" i/ 

-r- }- AP -^ 

()x^ 


âæ 


AIJ- 


âxç 

I c) s/— .i,'- 


[d’après (a3-i3)] 


(â1-i3) 


P' 

I () 


_ «• dx. 


.(apV^)- 


Désignanl les densités Icnsorielles par des lettres de ronde nous 
pouvons écrire 


( :5;ï-i3) 


— • 


2 *^ T'ensear mixte du second ordre. — Nous appelions, de 
même, divergence la dérivée covariante contractée. 

D’après (4i--i3) nous avons 


ôkL 


i Af, — ! > . 


Les deux premiers termes se réduisent, comme plus haut, à 


de sorte que la divergence s’écrit 


A v 

p.V = 


\/— ^ 


(A''/=^)_j'7ÏAÏ. 


( B r 


L’expression se simplifie lorsque est un tenseur symétrique, 
car le dernier terme 


I /às 


se réduit à 


P*a 


joL _ \ 

(i. / 


U V da7v âx^ 

— L 

‘1 ()X\ 




A®'', 




et l’on obtient pour l’expression de la divergence 


(56-13) 


Ajlv = 


dXy, 


P- 
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OU, ce qui revient au même, d’après ( 49 -i 3 ), 


( 5 7“ I ) 


Afxv 


Ï /aV ! -\ I 4 

• ( A jjL v/— -r- ~ Aa-p ■ 




•.>/ dr. 


y- 


3^ Tenseur coiitre^'ctrianl du second ordre. — La divergence 
•est 

•( )8-i3 ) 




Le dernier terme disparaît lorsque le tenseur est symétrique 
gauche. 

En résumé, en introduisant les densités Lensorielles, nous 
avons 

•( 59 - 1 3) evl)ji.v = doji.— ^ (pour les tenseurs symétriques 

uXy 2 

^(6o-i3) " (pour les tenseurs symétriques gauches). 


73. Le tenseur de Riemann-Christoffel. 


Nous nous proposons maintenant de chercher les tenseurs qu’on 
peut obtenir par différentiation à partir du tenseur fondamental 
des seul. La solution paraît évidente : il semble qu’il suffise 
de former la dérivée covariante du tenseur mais on constate, 
en remplaçant dans (38-i3) Axp, par g'^y que le tenseur ainsi 
obtenu est identiquement nul. 

On arrive cependant au but de la façon suivante : 

Formons la dérivée seconde covariante d’un vecteur arbitraire 
d’après les formules (36-i3) et (38- 1 3) nous pouvons écrire 


_ à fàk^. 

\ P 

( A \ 


1 à Az 


/à\u, \ 


1 P 

|Apj — 

) 0 

\àxy 

(pi '’Fîo 

\ fArg 1 P 1 f"/ 



àAp 

( fid 

\ à As 

( va, / iMfj. 


dXfj àxy 

l P i 

âX(j 


•l'I 

( £ ( àxz 


-iTi! 


-ÎT 

ir; 

1 ^P“ 




Formons le tenseur A^^ver — Aj;,<jv 5 dans cette différence, les 
termes symétriques en t et v disparaissent; dans le second terme 
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nous pouvons remplacer p par de sorte que le deuxième et le 
troisième terme disparaissent aussi dans la différence; il vient 
finalement 


A ü,vc 




<6l-[3) 


IJ 

! ^ il 

SV 

* ? * 

! î 

|xv 

t ^ < 

\ ( p ] ÙXy { 

( _ <i_ \ 1 

' p \ àx„1 p i 


Puisque A^j^vc- — A|j,^v est un tenseur, et que Ap est un quadri- 
vecteur covariant arbitraire, il résulte de la règle du quotient que 
RjJvrj est un tenseur. C’est le tenseur de .Biernann-Chrislo ffeli^). 

On peut lui associer un tenseur entièrement covariant, en fai¬ 
sant passer en bas Pindice p : 


(62-13) 



r _îL ^ ! *!£îî _i. 

dx.^ L P .1 L P J ( ^ \ '•'^v 

\ [x<T ) rpvl 1 ,av / rpo-l à rpo-'l 

! M U J I s i [ s J ôî; L P J 


J I^V ( à£^ 
] s i àx^ 


Eu dé\eloppant les deux premiers termes de la dernière expres¬ 
sion, on constate que R^j^verp <^st symétrique gauche en p. et p ainsi 
qu’en veto-. 

Il est essentiel de remarquer que ce tenseur appartient à la ca¬ 
tégorie des tenseurs fondamentaux, puisqu’il n’est constitué que 
par les potentiels du champ de gravitation (champ de force j 
et par leurs dérivées. En partant de ce tenseur nous pourrions 
former d’autres tenseurs d’ordres de plus en plus élevés, mais 
nous pouvons aussi obtenir par contraction de RjJva un tenseur du 
.second ordre : ce dernier pi'ésente un intérêt considérable. 

Le tenseur contracté, covariant, du second ordre, s’obtient en 
égalant p et a-, il est symétrique et a pour expression 


H |j.v = 
Les . deux 


i [J.V ) 

()Xç,l p i 



jL \ ! s l j ^p 

dx^\ p \ ( s \\ p ] 


derniers termes se simplifient, d’après (53-i3) 


et 


(^) Désigné dans beaucoup d’ouvrage? par Be tenseur contracté est sou¬ 

vent indiqué par 
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(63-13) 



,uv/ 

1 d-Logi/— 

\ jjiv ) dLoj; /~ g 


p i ( s ) } P \ 

ÔXy^ ÔX>f 

( s \ , 0x= 


Si nous choisissons les coordonnées de manière que y/ g' ~ ^ 
se simplifie beaucoup, par disparition des deux derniers 
termes. 

Il est à remarquer que le tenseur (63-i3) est /e tenseur qu’on 

puisse obtenir par contraction du tenseur de Riemann-ChristoIFeL 
En effet, d’une part, en faisant p = v, on obtient le même tenseur 
contracté, R^vc étant symétrique en v et a-; d’autre part, si l’on 
fait P = pi, le résultat obtenu est identiquement nul car 

b|xV(7 = ï^(AV(J-p = O 

puisque Rj^v^p Gst symétrique gauche en [a et p. 

Le tenseur de Riemann-Christoftel, le tenseur contracté R^v et 
l’invariant contracté R = ^P'^Rp^v jouent un l'oie capital dans la 
théorie de la gravitation. 


■( ‘ ) Pour les lecteurs qui ne seraient pas encore familiarisés avec la notation 
abrégée, indiquons les sommations; les indices muets sont e et p, de sorte que la 
composante correspondant aux indices p. et v est 

^ dx ( p 7 2mà ^ I e ) ^ p 5 dx àx^ 2.d ( £ ) dx 

p ^ p £ ■ ‘ £ 




CHAPITRE XIY. 

THÉORIE DE Lk GRAVITATION ET DYNAMIQUE. 


JJn champ de graviLatioii (au sens généralisé : champ de force) 
)eiit être modifié par un changement de système de référence, 
nais il n’en est pas moins vrai que la* matière modifie l’Espace- 
femps d’une façon absolue. L’univei'S possède, en chaque point, 
me structure géométrique connexe de la présence ou du voi- 
ânage de la matière; cette structui'e dépend des lignes d’Univers 
le toutes les portions de matière et d’énergie existante, car nous 
;avons que toute substance est accompagnée d’un cliamp de gra- 
itation pernth,nent^ un champ qu’il est impossible de faire dispa- 
’aître dans son ensemble par un choix convenable du système de 
’éférence. 

En d’autres lermes, le système de référence est arbitraire, et le 
îhamp de force est relatif, en ce sens qu’il dépend du choix de ce 
ystème, mais la structure d’Univers en pi'ésence d’une distribution 
iéterminée de matière est absolue, car cette structure ne saui'ait 
Hre changée par le fait qu’il plaît au mathématicien d’adopter tel 
:)u tel système de coordonnées. 

Il est donc évident que, dans un changement arbitraire de 
coordonnées, les valeurs des potentiels g^^ doivent rester com- 
oatibles avec une même structure Univers, C’est dire que 
es g^^ sont nécessairement assujettis à certaines liaisons. 

Les équations les plus générales exprimant les liaisons qui 
îoivent exister entre les dix potentiels de gravitation pour que 
zeux-ci,^ dans un changement arbitraire de coordonnéesse 
^nodifient en restant compatibles avec une même structure 
L Univers,^ doivent être^ comme toutes les lois physiques,, des 
équations intrinsèques indépendantes de tout choix particulier 
ie coordonnées. 

Ces relations constituent la loi de la gravitation. 


BECÜ'UEREL 
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Pour résoudre ce problème, Einstein n'a eu que les données 
suivantes : 

1 ^ Les formules qui expriment les coiidilions generales aux¬ 
quelles doivent satisfaire les dix potentiels relations 

tensorielles ; 

2 ^ A distance infinie de toute matière ou de tout rayonnemeul, 
FEspace-Temps est euclidien; 

3" La loi générale de conservation de l'impulsion et d(‘. 1 energi(‘ 
doit être satisfaite. 

Il est remarquable que ces. conditions aient suffi pour déterminer 
la loi de la gravitation. 

I. - LOI DE LA GRAVITATION DANS LE \ IDE. 

74. Signification du tenseur Riemann-Christoifel. 

Lorsque FEspace-Temps est euclidien, on [leut choisir d(‘s coor¬ 
données galiléennes; les étant constants, l.ous l(‘s symhob^s d(^ 
ChristolFel disparaissent et toutes l(;s coin[)osant(‘s du i<‘ns(mr (1(‘ 
Riemann-Cliristofiél RjJvcr s’annulent; mais alors (‘(‘s eomjiosantc^s 
s’annulent aussi dans tout système de eoordonné(‘s (propriété fon¬ 
damentale du caractère tensoricl). 

L’équation 

(l-U) 

exprime donc une condition nécessair(‘ pour (pu^ FEspa<‘(vl\uups 
soit euclidien. 

On a d’ailleurs démontré que cette condition, qui s(‘ réduit à 
20 équations distinctes(‘), est suffisante : lorsqu’idbi est riunplie, on 
peut mettre sous la forme galilé(am(‘ o si p pév; 

™ — I ; s\.’, = + 0* 

Ainsi, VannwLatioii du lenseur de liienuinn-idirislo[fel 
exprime que VEspace-Temps est euclidien. 


( 1 ) Ccci rcsulle du faiL que est symétrique gaudie en p. ci p ainsi qu’en 
V et !7. 
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Condition dHntègrabiîité de la direction. — On peiil eri- 
visager sous un autre aspect la signilication du tenseur de Rle- 
inann-Christoffel. 

Supposons d'abord un domaine euclidien à deux dimensions 
seulement, constitué par une surface plane. Nous savons que si un 
segment de droite a été tracé à partir d’un point A, on peut à partir 
d’un autre point B quelconque mener un segment parallèle au 
premier (postiilatum d’Euclide). Mais si, au lieu d’un plan, nous 
considérons une surface courbe (domaine non euclidien à deux 
dimensions), la solution. devient impossible; des êtres à deux 
dimensions, qui ne percevraient pas directement la troisième 
dimension de l’espace, confondant en chaque point la surface 
courbe avec son plan tangent, ne se rendraient pas compte immé¬ 
diatement de l’impossibilité du problème et trouveraient que la 
direction qu’ils ont cru transporter en B parallèlement (au sens 
de la géométrie euclidienne) à la direction en A dépend du chemin 
qu’ils ont suivi entre A et B, et s’ils revenaient en A après avoir 
décrit un contour fermé, tout en cherchant à conserver la direction 
du vecteur, ils trouveraient au retour une direçtion différente de 
la direction initiale et qui dépendrait du chemin suivi. Autrement 
dit, sur une surface, la direction n’est en générai pas intégrable. 

Ces notions s’étendent aune multiplicité quadridimensionnclle. 
Soit A^ un quadrivecteur, que nous supposons contrevariant ; 
faisons lui décrire un circuit fermé par « déplacement parallèle » 
(au sens généralisé du n^ 70), c’e.st-ù-dirc par déplacement tel que 
la dérivée covariante A!?' soit constamment nulle : 


( 2 - 14 ) 


va 

dXyi (X 


Aa= (>,. 


La variation de ce n ecteur est 


(3-i4) = SA!/- = ^ ^ ÿ j j A« dx^. 

Posons 

{4-14) — 

cZSva- est un tenseur symétrique gauche qui fait correspondre à 
Faire élémentaire une direction positive du parcours sur le con- 
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tour qui la limite. L’équation (3-i4) s’écrit 


= 


(5-1.1) 


-un 

-un 


Aa 


(r;i-) 


â 


â 

àX(j 


lv«) 

à 

aa 1 N 

11 

àx.j i 

! iM/ 




AP-t- 


SÂP- = 


UI 




A» 


AP 


et pour un contour infiniment petit 
(6-i4) ^-/AP-zrr APr/Sv(T. 

Pour un quaclrivecteur covariant on trouverait de même 
(7-14) .<:^Ajjt, = ~ R^^q. Ap 

La condition nécessaire et suffisante pour que la variation soit 
nulle est o (ou o). 

Ainsi, pour que la direction soit intégrable, nous trouvons la 
même condition (nécessaire et suffisante) que pour que l’Espace- 
Temps soit euclidien. Par conséquent, l’intégrabilité de la direction 
est une propriété qui n’appartient qu’à l’Espace-Temps euclidien; 
la non-intégrabilité de la direction caractérise un Univers non eu¬ 
clidien, c’est-à-dire un champ de gravitation permanent (^). 


75. Loi générale de la gravitation dans une région 
vide de matière et d’énergie électromagnétique 
(Loi d’Einstein). 

L’équation RP,^^z=r o n’exprime évidemment pas la loi généi'ale 
que nous cherchons, car elle est beaucoup trop restreinte. Si 
c’était une loi naturelle, il ne pourrait y avoir qu’un Espace- 


(^) Nous verrons plus tard que, de môme que la non-intégrabililé de la direction 
caractérise le champ de gravitation, la non-intégrabilîtc de la longueur (généra¬ 
lisée) doit caractériser un champ d'une autre nature qui jouit précisément des 

__J.. _^1--.__- 
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Temps euclidien dans son ensemble^ et il n’y aurait nulle part de 
champ de. gravitation permanent; la matière ne serait pas accom¬ 
pagnée d’un champ de gravitation (^). Mais c’est un cas particulier; 
la loi (i-i4) conviendrait dans une région de l’espace située à 
l’infini de toute masse. 

Il faut chercher une relation tensorielle plus générale^ com¬ 
portant la précédente comme cas particalier^ c’est-à-dire qui se 
trouve satisfaite lorsque = o. On ne peut faire appel qu’au 
tenseur de Riemann-Christoffel contracté ; on peut écrire 


Rpv — ^ 
= O 

= O 

V scalaire / 


meme solution Rp^ = o. 


Quant à rannulation du scalaire R = g>’H''^Rp,v= o, ce serait une 
condition trop générale, insuffisante pour déterminer un champ 
de gravitation. 

On est donc conduit à la loi 

( B-i/i ) Rp[,v = O. 

'Mais cette loi est-elle la seule possible? oui, si l’on admet, ce qui 
a d’ailleurs été le point de départ, que l’espace est infini, qu’il 
peut y avoir des régions à l’infini de toute masse, et que par suite 
Rp,^^:j;:= o csL iiue solutioii particulière. 

Mais si l’Univers est courbe dans son ensemble, et si l’espace 
est fini, il n’est plus nécessaire de conserver RjJ,^^ = o comme so¬ 
lution limite, et la covariance est respectée si l’on pose 

(9-ï 4) X^p.v= O, 

\ étant une constante, d’ailleurs inconnue. 

C’est la seule expression générale (-) d’un tenseur du second 
ordre fonction seulement des g^.^ et de leurs dérivées, ne contenant 


(q II est clair que le champ produit par un centre matériel, par exemple, ne 
peut pas être annulé dans son ensemble, c’est-à-dire qu’on ne peut pas, par un 
choix convenable du système de coordonnées, rendre les constants en tout 
point. 
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pas de dérivées d’ordre supérieur ii 2 ^ et linéaire par rapport aux 
dérivées secondes. 

La loi O a d’abord été adoptée par Einstein. Puis Einstein 

a été conduit plus tard à introduire le terme correctif — 
parce qu’il y a, ainsi que nous le verrons, des difiicultés insur¬ 
montables dans la conception d’un espace infini, Cepeiidanl. 
comme nous sommes certains que Tespaee est immens(‘, que loin 
de toute matière le champ permanent de gravitation est pratique¬ 
ment nul, qu’il y a des régions où l’Univers peut, avec une très 
haute approximation, être considéré comme euclidien, nous pou¬ 
vons affirmer que la constante A est extrêmement petite, elle terme 
additionnel —peut être négligé dans les applications au 
mouvement des astres. 

Nous admettrons donc la loi Ry.v™o, quitte à revenir jilus tard 
à la loi ( 9 - 14 ) J ce qui nous conduira à remplacer le tenseur Rjjv l)ar 
le tenseur R^, = R|jv — <dnsi que le scalaire R jiar 

le scalaire R'= R[,v = R — 4^v. Ce remplacement n’apportera 

d’ailleurs aucun changement aux principes généraux de la Méca¬ 
nique que nous allons bientôt exposer, 

Pour être acce[)tôc, la loi d’Einstein doit recevoir la confirmation 
de l’expérience. Combinée avec les équations du mouvement, elle 
doit comporter e/i preinièva approximation rancienne loi, celle 
de Newton; elle doit, de plus, ïamdre comy^te d’un écart connu à 
la loi de Newton, le déjilacement du périhélie de la planète Mer¬ 
cure. Nous verrons que la loi d’Einstein satisfait entièrcmeiik à ces 
conditions. 

Le tenseur étant symétrique, l’annulation de ses compo¬ 
santes donne dix équations : six seulement de ces équations sont 
indéy:)endantes ; c’élait a prévoir puisque dix équations indépen¬ 
dantes, auxquelles on joindrait les conditions aux limites, déter¬ 
mineraient tous les ggv dans l’expression de et par conséquent 
spécifieraient non seulement la géométrie yaarticulière du champ 
de gravitation (la structure de F Univers), mais encore le système 
de coordonnées d’Univers. Ce système de coordonnées doit rester 
arbitraire; il est quatre fois indéterminé, ce qui correspond à 
quatre relations identiques entre les ggv (voir le numéro suivant). 
La loi de gravitation dans le vide comporte donc six conditions. C’est 
une restriction considérable imposée aux géométries de l’Unhers, 
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Signalons dès maintenant que Vtnvai'iant contracté (n'' 66) 
est l’extension de la courbure de Gauss (n° 58). c’est, 
en chaque point-événement, la courbure' totale. Pour éviter 
toute confusion, une remarque est nécessaire : la condition de 
courbure totale nulle R ~ o n’exprime pas la « planéité » de 
l’Univers, elle n’exprime pas que i’Espace-Teiups est euclidien; 
les tenseurs Rjj^v Rfj.vap donnent une mesure bien plus précise des 
divergences entre FUnivers réel et l’Espace-Temps euclidien. 


76. Théorème fondamental de la Mécanique (^). 


La divergence de Rji^ — identiquement nulle. 


Ce théorème est d’une importance capitale. Dans l’espace tridi¬ 
mensionnel, l’annulation de la divergence d’un vecteur exprime la 
continuité du flux de ce vecteur; dans la théorie de FUnivers qua- 
dridimensionnel, où nous ajoutoiis une coordonnée de temps, 
l’annulation d’une divergence est la condition de conservation ou 
de permanence. Le théorème exprime la permanence du tenseur 
d’Univers considéré et nous verrons plus loin que, joint à la loi de 
gravitation, il a pour conséquence la conservation de Fim|)ulsion 
et de l’énergie. 

La dérivée covariante contractée ou divergence du tenseur 


est 


y, 


K 


{J.V 


i — 

9 . âccy/ 


car = I pour jji = v et = o pour u ^ v. 
Nous allons vérifier que 


( io-ï4) 


= 


F 

9 


D’après (53--i3) nous avons 


“p.v 


v/- 


-t- 


(‘) Edd(ngton, Espace^ Temps et Gravitation^ partie théorique, n” 3 S. 
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et comme R = 

2 âa:y^ 2^ i)x^ '2 


il faut donc démontrer que 


(ii-i.i) 


s/—ê- 


à 

()Xy 







Maintenant, sans particulariser en rien la structure de TUnivers, 
nous pouvons clioisir nos coordonnées de façon que : 

a. y/ — g =: I en tout point Unii^ers. 

b. Les dérivées premières s’annulent au point considéré^ 
car ces conditions peuvent être remplies dans n’importe quel 
genre d’Univers (*). Nous simplinons ainsi les expressions sans 
restreindre la généralité du théorème; en effet, la relation que 
nous voulons établir est une l'clation tensorielle et, si nous prou¬ 
vons qu’elle est exacte pour un système de coordonnées parliculiér, 
nous savons qu’elle est encore exacte pour tout autre système de 
coordonnées dans le même Univers. 


D’après le premier membre de (i i) s’écrit 


= ^^P 


dV{ 




= «^'"P ■ 


()X(j 

dxo 


<)Xfj 

d’après {h) 


en permutant cr et p. 


On peut donc remplacer (i i) par 


<I'2-i4) 




dR 


P'P 


dix 


dXa 




dR, 


C 7 P 


()Xa 




Substituons à Rjj,p, etc. leurs valeurs d’après (63~i 3) ; d’après 
(a), les termes en Log \/—g disparaissent; d’après (Z>), les sym- 


(^) Le-système de coordonnées ainsi caracicrisé est un système géodésique; 
c’est l’analogue exact du système de coordonnées rectilignes dans un Univers 
euclidien. 
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boles de Christoffel s'annulent au point considéré, mais leurs 
dérivées ne s’annulent pas. Le premier terme seul subsiste dans 
Rjxp, etc. et l’expression (i 2 - 14 ) devient 

_ i o-^p / . S J + _Ü_ 1 I _ 1 1V 

A i ) ()x^ùx^\ a 5 à.rp^âXoil a \/ 

= - 4 

4 

^ / ^op.p ^ '>S'y.a \ ' 

àxp (Jxa \ àXa- àXy^ J 

-p. _ ££z£'\1 

ôxp^ dXoL \ dxp dX(j ()xi^ / J ’ 


r ../:M 

L <)X(J dxoL \ à^ù 




M 

àXn 


()xa J 


ear à cause de (6) se comporte comme une constante à l’égard 
de la double différentiation. 

Huit des neuf termes du crocliet se détruisent deux à deux soit 
directement, soit par changement d’indices muets; il ne reste que 
le terme 






GÇ 


OXp^ OXa P 




4 dXoL àx^ 


d’après (6) 




^>3(Lo"5') 


d’après (5i-i3) 


4 ()xq^ âx^ dxp, 

= 0 puisque = — i en tout point, 


<‘e qui démontre le théorème. 
Les quatre identités (io-i4) 


<i3-i4) 


- 


i <)R ^ 
‘À âxi * 


RV = 


1 dH ^ 

2 dX2^ 


L 

2 ()X^^ 


R'^ 


1 

2 dXi, 


sont précisément les identités qui étaient à prévoir à cause de Fin- 
détermination des quatre coordonnées (n® 75) et qui réduisent à 
six le nombre des équations indépendantes exprimant la loi de la 
gravitation. 

Lé même théorème s’applique au tenseur 


la divergence de ce tenseur est identiquement nulle. 
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On peut enfin, comme Ta fait Eddington ( ^ ), généraliser ce 
théorème. A tout invariant d’Univers on peut faire correspondre 
un tenseur mixte du second ordre dont la divergence soit nulle. 

Le tenseur RjJ — ^ celui qui correspond au plus simple 

de tous les invariants d’Univers, Finvariant R qui par sa significa¬ 
tion physique (courbure totale) présente un intérêt particulier. 


77. Conditions d^application du principe d’équivalence. 

La différence entre un Univers où règne un champ de gravita¬ 
tion permanent et un Espace-Temps euclidien est que dans le 
premier Rp^v=o, alors que dans le second on a les conditions 
beaucoup plus restreintes RPvg-= û. Or ces deux groupes d’équa¬ 
tions déterminent les dérivées secondes des en fonction desg,>’[j,v 
et de leurs dérivées premières ; nous pouvons donc toujours trouver, 
en tout point-événement du champ de gravitation, un Univers 
euclidien caractérisé par des fonctions ayant, en ce point, des 
valeurs respectivement égales aux de l’Univers réel, et telles 

que les dérivées j)remières soient aussi, au même point, res- 

pectivement égales aux dérivées premières des de FUnlvers 
réel. C’est seulement à partir des dérivées secondes qiui les deux 
Univers différeront. 

C’est l’Univers euclidien ainsi défini qui est l’Univers tangent à 
l’Univers réel au point-événement considéré. Ces deux Univers 
admettent un contact du premier ordre en ce point. 

Le principe d’équivalence (n'' 55) n’est autre chose que l’affir¬ 
mation de l’existence d’im LInivers tangent en tout point de 
l’Univers réel. De ce principe, il résulte cjuc toutes les lois rela¬ 
tives à des phénomènes se passant dans un Univers euclidien et 
qui ne dépendent que des gy^y, et de leurs dérivées premières (-) 


(^) Espace, Temps et Gravitation, partie théorique, n® 45. 

(^) Pour l’application de ce principe, il importe de remarquer qu’il peut se 
présenter des cas où des lois, établies dans TUnivers euclidien, paraissent ne pas 
contenir de dérivées secondes parce que celles-ci ont disparu dans l’Univers eu¬ 
clidien et, pour le système de coordonnées employé; il serait nécessaire, dans ce 
cas, de rétablir la forme tensoxdelle dans les éq,nations générales. 
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seront également valables dans un champ de gravitation perma¬ 
nent. A ce point de vue, un champ de force « géométrique » dans 
un Univers euclidien, c'cst-à-dire un champ où la force n’est que 
la manifestation de Femploi d’un système de référence non gali- 
léen, est entièrement équiçalent à un champ de gravitation 
permanent (Univers non euclidien), c’est-à-dire à un champ dont 
la force ne peut disparaître par un choix convenable du système 
de coordonnées et qui est la marque de l’existence de matière ou 
d’énergie. 

I^ar contre, pour les lois faisant intervenir les dériv ées des 
d’un ordre supérieur au premier, il n’y a plus nécessairement 
équivalence entre un champ de force géométrique dans un Uni¬ 
vers eucliiJien et un champ de gravitation permanent. 

On voit que le principe d’équivalence est fondé sur le choix de 
la loi de la gravitation. C’est un principe et non un axiome. 

78, Équations des géodésiques d’Univers (trajectoires des 
mobiles libres). Expression des composantes du champ 
de force. 

Puisque l’élément de ligne d’Univers ch est une grandeur indé¬ 
pendante du système de coordonnées, l’intervalle entre deux 
points-événements P< Po de l’Espacc-Temps, sur la ligne pour 

laquelle / ch est stationnaire, a aussi une signification indépen- 

' J»! 

dante du système de référence. L’équation de cette ligne est 



dans tout système de coordonnées. 

On pourrait exprimer cette condition d’action stationnaire par 
le calcul des variations ( ' ), mais les formules de différentiation 
covariante nous conduiront immédiatement au résultat. 

(q Voir Einstein, Ann. d. Physik, L 40, 1916, § 9, 10, 11, et Eddington, Espace, 
Temps et Gravitation, partie théorique, n®'* 20 et 21- 
Si l’on établit directement, par le calcul des variations, les équations d’une 
géodésique, on peut en déduire l’expression de la dérivée covariante d’un vecteur. 
Ici nous suivons la marche inverse. 
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Soit le vecteur contrevariant Sa dérivée covariante est 

as 


donnée par ( 87 - 1 3 ) 


“ ôX(x, V J \ (S \ ds 


Multiplions par nous obtenons 

(i4-i4) 


Aa A-T _ , \ 1 

“ ds^ \ or ( ds ds 


■ Puisque le premier membre est un tenseur;, il en est de même 
du second membi'e, et si ce tenseur s’annule dans un système de 
coordonnées, il s’annule dans tous les autres systèmes. 

Supposons un Univers euclidien et prenons des coordonnées 

galiléennes. Les étant constants, | | = 0 , et, d’autre part, 

d- i' 

=z O donne les équations d’une géodésique, car pour une 

« droite d’Univers » les coefficients de direction sont cons- 

ds 

tants. Par conséquent, le tenseur formant le second membre de 
(i 4 -i 4 ) est nul en coordonnées galiléennes et par suite nul quel 
que soit le système de coordonnées pour tous les points d’une 
géodésique. 

Nous voyons donc que les équations 

f 4 équations pour cr = r, 2, 3 , 4 * 

( i 5 li) I chaque équation sommation par 

ds^ \ <3 \ dx ds \ rapport à a et sommation par rap- 
1 port à p. 

sont les équations générales d’une géodésicjue, c’est-à-dire les 
équations de la trajectoire du point matériel libre dans un système 
de coordonnées quelconque, si l’Univers est euclidien. 

Mais ces équations ne font intervenir c{ue les dérivées premières 
des g^,y. Elles restent donc exactes dans un champ de gra^n- 
tation permanent (principe d’équivalence, n*^ 77). Ce sont les 
équations fondamentales du mouvement du point libre dans un 
Univers quelconque, euclidien ou non. Elles sont covariantes pour 
toute transformation. 

La ligne d’Univers d’un point matériel libre ne dépend pas de 



CHAPITRE XIV. — THÉORIE DE LA GRAVITATION ET DYNAMIQUE. 189 

la masse de ce point; elle ne dépend que des variations des 
(et des conditions initiales). 

Les I I qui disparaissent dans le cas du mouvement de trans¬ 
lation uniforme déterminent Pécart au mouvement rectiligne et 
uniforme. Einstein les a appelées « composantes du champ de 
«rravitation ». Ce sont bien en effet des « forces » comme nous le 
montrerons bientôt. 


79. Extension des équations de Lagrange. 


Choisissons les coordonnées de manière que (\/ —o — i ). Le 
tenseur de Riemann-Christoffel contracté s’écrit 


(16-14) 


R JJ V =s • 


, A S + I M L 

àxa { (X. ) ( a i ( fj 4 


Nous pouvons considérer comme une coordonnée généra¬ 
lisée q et comme quatre variables indépendantes 

qui vont jouer le rôle que joue le temps dans les équations de 
Lagrange en mécanique ordinaire. La « vitesse généralisée » 
sera 

: = .p-v _ 


q = 




n’esl pas un tenseur). 


Nous allons montrer que R|j,v s’écrit sous une forme semblable à 
celle des équations de Lagrange 

R - JL { Jlt:\ _ JL 


en posant 

(18-14) 


Calculons, en effet, la variation de L. Nous avons 

l /?2 8 ) . [ n a 

j /j 3 j P 


(19-14) 


oL = 


P 


puisque dans le dernier terme, m et Ji sont les indices muets. 
Nous pouvons écrire encore 


(.0-14) oL = -jjjjpj.é 
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Nous avons d’ailleurs 

, àffaX à, 


(ai-i 4 ) 6 ^ 


\ Ji a 

I P 




ÔTn à.ri 


)ï 


expression qui se simplifie beaucoup : d’abord les deux derniers 
termes de la parenthèse disparaissent après multiplication par 

car TU et jî, et A sont simidtanément interchangeables. 

D’autre part, on a, d’après (47-1 3 ), 


(•^•>-14 ) 


o-S)v 


()x^ 


àxa 


On a donc finalement 

l F' ) 


et par suite 

( -.i-t-i'i) 




()L _ 
àL __ \ fjt.i'j } \ va I 

/ a i ) P i ’ 


çe qui démontre la formule (17-14)- 

La loi de la gravitation dans le vide s’exprimant par l{[j.v -rz: o, les 
équations 


d /<)L\ (A. 


U Ij \ UIj, / , ,1 

-v) —J 7 , 


(>.6 l.|) Sxa:\,)ÿJ d(j 

sont, comme en dynamique classique, équivalentes à 
( ‘->7-14 ) ^h ûfw stationnaire (cZ(o = dxi dx-^ dxi,) 

pour les variations des et de leurs dérivées Il faut noter 
que cette équation est soumise à la restriction y/ — g = v ( ‘ ). 

80. Énergie du champ de gravitation. 


Conservons encore des coordonnées lelltïs que sJ — g = i et mul- 


(*) On peut, par des calculs un peu plus longs (voir Eddington, Espace, 
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llplions (i'ÿ-i4) par nous obtenons 


^>•8-1 4 ) 

or, on peut écrire 

et 

<3o-i4) 


= 

^.Ltv é ^ dL 

\ dL 

dgV-' 


) 

()x^ 

()L 

^ éh ^ 

/)l 


dx^ 





a 

àj'o 


àXoL 


àxa. 


On obtient donc, en ajoutant (.'â 8 -ï 4 ) ot (29-1 4 ), 

ù ( _ ,n. 


< 3 1-14) 
en posant 
(3‘a-i4) 


O B 


U — 
i ' u,v — 


üXa, ^ J 

ÔL 


àxoi 


>. X / 


- 


_ __<,.a T 

P “^13 
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y. étant une constante universelle (que nous déterminerons plus 

tard en fonction de la constante de la gravitation newtonienne). 

La quantité ttest pas un tenseur^ mais elle est l’extension 

de l’expression hamiltonienne de l’énergie ^ — L. 

() q 

Dans l’espace vide, Rjj.v=o, réqiiation ( 3 i) devient 


(33-14) 


ùji 

ÛXrt 


■ O ; 


Temps, Grewitation^ parLie Lhrorique, 11 ® 44), uieltrc sous la forme des équa¬ 
tions de Lagrange en conservant des coordonnées complètement arbitraires 
c’est-à-dire sans imposer la l'cstriction y/ — g = i. 

Il faut dans réqualion ( 2 G- 14 ) remplacer L’p^a* 



;/ia ) 

( 

tnn ] 

0 «P > \ 

W « 1 ( 

! P ) 


? 1 

i < « 1; 

J — or cr 

V C3 0 rjLV 

ainsi 

que 


par 

-jL(, 


N 

o-i^v 




! 0 

0 

> 

/ ’ 



on a alors 


U = jL 
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eAle exprime la cojiservcitioji de Pour le montrer, revenons à 
un Univers euclidien; intégrons ( 33 ) dans un volume déterminé 
par les coordonnées d’espace, nous obtenons, x.>, étant la coor¬ 
donnée de temps, 



^^27 étant les ciksîuus directeurs de la normale (intérieure) 
à rélément c/S de la surface S qui limite le domaine d’intégration. 
Si s’annul<^ sur la surface, l’intégrale de volunn^ de reste 
e()uslaut<‘. lorscpu^ varie. Elle reste constante dans le temps, 
c’est-à-dire qu’idb* obéit à une loi de conservation (M. 

L(‘s grand(‘urs (uit été appelées par Einstein « composantes 
(fén(‘rgi<‘ » du (diamp dr. gravitation. 


Autre /arme de la loi de la gravitation. — Nous |)ouvous 
maiiiUmaut donuci* à la loi de la gravitation = <> iine forme 
nouv<‘lI(‘ (|ui s(’ra utile dans la suite. Multiplions parles termes 
de Rp.s^, nous i\\ oiis 


( 34 - 14 ' 


AL s ( - o-vrx ! i i ^ 

OXa i! a <! j y. \ ( P 5 


|)remieï‘ meml>re s’écrit 

â 


( 35 - 14 ) 




|1V } 

a \ 


à 


1 yrVa 

51^0 \ 

V 

( « i/ 

1 frV<7 


V" 

) ^ 1 / 


<)Xa 


|j.v I 

OL \ 




(AV ( 

a ' 


(*) (a) résultat relatif à <*nvisag(* seul est purement thé(»ri<iue, car, dans un 
champ de l'ravitation pcrinancnt, it y a nécessairement de la matière quelque 


part et les ('«jualionH 






(> ne sont pas valables aux points où il y a de la 


matière. Nous verrtms plus loir» que la loi réelle de cot>servation (avec —/>' = ï) 
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En changeant la désignation des indices, ( 35 -i 4 ) s’écrit 


(36-i4) 



îl [JL 
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Cette expression est le premier membre de l’équation (34-14)7 
son troisième terme annule le second membre de l’équation; son 
deuxième terme est égal à 

— •/. —en posant « = <5 (= H-+/J ), 


ainsi qu’il est facile de le vérifier d’après (32 ), (ï 8 ), (24). 

On obtient donc finalement la loi de la gravitation dans le vide 
sous la forme 





qui a Favantage d’expliciter les composantes de l’énergie de gra¬ 
vitation. 


11 . - LOI DE LA GRAVITATION DANS LA MATIÈRi:. 

11 reste à résoudre un problème fondamental. 

Les six équations Rjj,v=o expriment seulement la loi de la 
gravitation dans une région vide de matière ou d’énergie électrc- 
magnétique. Ces équations remplacent l’équation bien connue de 
l’ancienne théorie (équation de Laplace) ; 

il étant le potentiel du champ newtonien. 

Il s’agit maintenant de déterminer la loi qui doit remplacer la 
loi d’attraction proportionnelle à la masse et inversement propor¬ 
tionnelle au carré de la distance, loi traduite analytiquement par 
l’équation de Poisson 

(3cj-i4) Aû==4'n:Gp, 


«KfiQUlîRKL 


13 
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G étant la constante de la gravitation newtonienne, p la densité de 
la matière au point considéré. 

La relativité restreinte a montré que la masse s’identifie avec 
Fénergie, et que l’énergie est la composante de temps de l’impul¬ 
sion d’Univers ( n'^ 46). Or, nous allons voir que l’impulsion- 
énergie trouve son expression la plus complète dans un tenseur 
qui, précisément, se réduit à la densité dans le cas de la matière- 
au repos par rapport au système de référence, dans un Univers 
euclidien. Puisque toutes les lois doivent, d’après le principe de 
relativité généralisé, s’exprimer sous une forme tensorielle, il 
est à peu près évident que le tenseur impulsion-énergie doit 
remplacer la densité qui figurait seule dans l’ancienne théorie. 


81. Le tenseur impulsion-énergie ou tenseur matériel. 


Nous supposerons la matière continue^ ce qui signifie que les 
considérations qui vont suivre s’appliquent à Vaspect macrosco¬ 
pique (ou aspect moyen) des phénomènes. 

Isolons une portion de matière infiniment petite, de densité 
propre (densité qui serait mesurée par un observateur lié à la 
portion de matière). Si nous multiplions po P^tr tous les produits 
(JLi^ f clic doc 

deux à deux des —~ est la « vitesse généralisée )> de 

la portion de matière dans le s^^stème de coordonnées nous 
formons un tenseur contrevariant symétrique du second ordre 


f4o-i4) 




dx^ 


dx^j 


c’est le tenseur matériel ou tenseur impulsion-énergie contreva¬ 
riant. A ce tenseur sont associés un tenseur mixte 


et un tenseur covariant 


^ a — O ^ 


djc Q- dx\f 

ih’ 


pp rp dx (J dx If 


(42-1/,) 



CHAPITRE XIV. — THÉORIE DE LA GRAVITATION ET DYNAMIQUE. ' 

Fabsencc d’un champ de gravitation (Espace-Temps euclidien ) si 
l’on prend des coordonnées galiléennes X,, Xo, X 3 , X., (^). 

Nous obtenons, en effet, 


( 43-14 ) -h dXf (dXj^=c dt), 

^n = .^22 = ^33 = —J? ^u = -+-i, ^H.(T=o poiir|.L: 


Posons, comme en relativité restreinte, — ^ i— r étant 

la vitesse de la portion de matière dans le système galiléen (com¬ 
posantes (’xp nous avons 


ex, 


dX^ _ 
dt dXi 



ds •= a dXi^^ 


Po= a 2 p, 


P étant la densité mesurée dans de système galiléen considéré (-j. 
Le tenseur mixte, par exemple, s’écrit alors * 


dXa dX 


dXrr dX^ 


('i4 I I) dX. — dt dt — 


ou, en donnant aux leurs valeurs galiléennes, 


(15-1.1) 


ï 

II 

11 


: 0 {\X^. V)] 

ï O 

I 

I 


— •^ppx.rx, — 


I 

^ 2 

I 




1 

I 

I •> 


— ^pi’x^i’x, — 


\ P 


~P^X, 


- JpI’X., 

P 


Les composantes (multipliées par c) sont les composantes de 
l’impulsion d’Univers (n® 46). Les autres composantes repré- 


(') Nous emploierons la notation pour distinguer les coordonnées/‘ég'o?4- 
vQiL&ement galiléennes (qu’on ne peut employer que dans im champ de force 
rigoureusement nul) non seulement de coordonnées quelconques, mais aussi des 
coordonnées à peu près galiléennes employées en Mécanique quand il règne un 
champ de force. 

(’) Soit, en efTet, c/V,, le volume élémentaire de la portion de matière, mesuré 
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sentent (à un facteur constant près) des courants d’énergie et des 
courants de quantité de mouvement dans les trois dii'ections des 
axes de coordonnées. 

Le scalaire T = Tji (invariant contracté) n’est autre chose que 
la densité au repos po ; on a, en effet, 



résultat valable,, bien entendu, dans n’importe quel système de 
coordonnées puisque T est un scalaire. 

Lorsque la vitesse est petite par rapport à la vitesse de la 
lumière, les composantes autres que sont négligeables par 
rapport à T^, de sorte que le tenseur se réduit, en première 
approximation, à la densité = p, très voisine de pj,. 

82. Les équations de la gravitation dans la matière. 

Nous avons dit que le tenseur matériel doit remplacer la densité 
dans l’expression de la loi de la gravitation. Il suffit de se reporter 
à la loi dans le vide, sous la forme (37-14) où l’énergie de gravita¬ 
tion est mise en évidence, pour comprendre comment il faut main¬ 
tenant introduire le tenseur matériel. Nous devons penser que 
l’énergie de gravitation est équivalente à toute autre forme 
d’énergie : donnant alors à la constante x [équation (37-14)] des 
dimensions telles que représente une densité (énergie par unité 

dans le système de celle portion de matière, on a 

^^0= Po mzzzçdV] 

or 

= ac/Vo (contraction du volume) 

Cl ■ 

m = — (accroissement de masse), 
a ' ' 

Donc 

O dM = ~ = Po _ Po dV 
/ ‘ a a ’ 


Po=: 
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de volume, divisée par c-), c’est-à-dire telles que soit homogène 
à T^, nous sommes logiquement conduits à ajouter les compo¬ 
santes du tenseur matériel aux composantes de l’énergie de gra¬ 
vitation. Nous remplaçons donc par /J H-T^, et t par ^-|-T 
(T = Tfi = p„). 

Nous obtenons ainsi, pour la loi de gravitation dans la matière 
(supposée continue), l’équation 


(47- 


dx, 




( f . 


•T) 


qui s’écrit, 

ct(36-i4), 


(48-i:'i) 


ou encore 
(49 i4) 


aj)rès quelques transformations, d’après (i6-i4) 


< OU 

I _ 1 1 


R 


|AV — 




C’est la loi cherchée, qui remplace l’équation de Poisson. 

Dans les équations (48) et (49) /a restriction sj —^=1 est 
le^^ée : ce sont des équations covariantes, qui sont exactes dans 
tous les systèmes de coordonnées imaginables si elles sont vraies 
dans un système particulier, 

La loi de la gravitation peut s’écrire sous d’autres formes en 
introduisant la courbure R. = Multiplions (49) par 

il vient d’abord 

R,,,^ = _ X. (^gV-'> — J 

OU 

( 5 o~i1) 
car 

Remplaçant maintenant xT par R dans ( 5 o), nous obtenons la 


R = xT = xpo 
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nouvelle forme 
(5i-i4) 

Enfin, une dernière foimie est la suivante. Remplaçons dans 
Téquation précédente v par t et multiplions par il vient 

(52-i4) 

L’introduction, telle qu’elle vient d’être faite, du tenseur maté- 
tériel, n’est pas exigée par le principe de la relativité seul ; nous 
avons admis, en outre, cpie l’énergie du champ de gravitation et 
l’énergie matérielle ont même action gravifique. Nous allons main¬ 
tenant donner la meilleure justification de la loi d’Einstein en 
montrant qu’elle implique la consei'vation de l’impulsion et de 
l’énergie. 




83, La conservation de Timpulsion et de Rénergie. 


La loi d’Einstein, sous la forme (52-i4), exprime l’égalité du 
tenseur mixte impulsion-énergie (multiplié par—x) et du « ten¬ 
seur d'"Univers conserratif y> La loi d’Einstein 

entraîne donc, par application du théorème fondamental de la 
Mécanique (n'^Tfi), la permanence du tenseur matériel, c’est-à-dire 
la loi de eonservation de l’impulsion-énei'gie sous la forme la plus 
générale 

(53-14) T'^.v=o. 


Pour mieux comprendre que cette équation exprime la conser¬ 
vation, nous allons ]a présenter sous une autre forme. Ecrivons 
l’expression de la divergence de Tji; le tenseur étant symé¬ 
trique, nous avons, d’après ( 57 - 1 3), (Sg-iS), 
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La loi = O s’écrit donc 


( 54 - 14 ) 


y/- ^>- 




1 

2 ()a 7 ^ 


Ta^» 


Choisissons d’abord des coordonnées telles que y /—g — i. 
L’équation ( 54 -i 4 ) se simplifie et devient 


( 55 - 14 ) 


âj7y 2 éÆ’p. 


Reportons-nous maintenant à la définition de c’est-à-dire à 
l’équation (3 i-i 4) • 


--= — 2x - 7 —, 

àarix 


nous pouvons écrire 


d.ra d:rp ():vs \ 2 ^ / ’ 


car J lorsque g'= — r, dg^^ = o. 

Appliquons, enfin, la loi de la gravitation en 
iVv— — 5 cT|xv (oi-i 4 )j nous obtenons 


finalement, 
( 5G-I4) 


ôx^j^ 2 dr^ 

OTr 

^~~'l)xrA ( 55 - 14 ), 



remplaçant 


Cette équation étant soumise à la restriction y/— g = i. 

Par introduction de la densité tensorielle y/—et de¬ 

là densité d’énergie de gravitation tp, on peut conserver la 
forme ( 56 -i 4 ), en levant la restriction y/-- g=i. 

Nous avons, en effet. 


■ 

rJxa 


àg'V-'' r 


1 R 

2 àxp 




>'?(JIV'^)J — Oi 




200 BEÜXTÈME PARTIE. — LA RELATIVITE GENERALISE'E. 

Nous obtenons donc 


à 

âXoL 




(56^-14) 
en posant ( ' ) 

Les quatre équations résumées dans (56'-Td) 


âX-y 

à 


(57-i4) / 


(S= + .1) + i(sî + a) + @i • 


()a\ 

^(5î + .!) + i« + .î)+;^<r,î+.i)-^i«- 


s'®!"-'»' 


jI 

àxi 

jI 

âx. 


(5î + >i) + 5|;m+'î)+;|;W- 


■tj) =0, 
■U) = 0, 

•*3) = O, 

• ^i) = ^ 


(où et tp doivent être remplacés par Tp et lorsque y/— g = i) 
expriment la loi générale de conservation de l’impulsion-énergie 
tp) quand il y a action réciproque de la matière et du champ 
de gravitation. La démonstration a été faite au n^ 80; il n'y a qu’à 
remplacer dans cette démonstration par + 

Si nous supposons un système clos où le chanij) de gravitation 
soit négligeable, nous pouvons prendre des coordonnées gali- 
léennes et les quatre équations qui précèdent (où les sont nuis), 
qui ne sont autres que les équations bien connues de l’hydrody¬ 
namique {voir numéro suivant), expriment la conservation de 
l’impulsion d’Univers au sens de la relativité restreinte (n® 47). 

Si le champ de gravitation n’est pas négligeable, la loi Tji.v = 
exprime la conservation de l’ensemble du tenseur matériel et de 
l’énergie de gravitation, c’est-à-dire que toute variation du tenseur 
impulsion-énergie de la matière peut être considérée cemnie 


(’) L’expression det^ est 

*ft = —- (àV ^ 

P I 

avec 

J» = ./TT,,»./ S'"P ^ S î ) ( “P ) \ 


nA \ 
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empruntée OU cédée au champ de gravitation. Il n’j a plus 
conservation de Fiinpulsion-énergie matérielle^ mais pour main¬ 
tenir la loi de conservation, nous attribuons au champ de gravi¬ 
tation une énergie équivalente à toute autre forme d’énergie. 

En posant Rj;,v — o dans le vide, mettant celte équation sous la 
orme ( 37 - 14 ), puis ajoutant à le tenseur matériel T^. ( 47 - 14 )? 
nous avons suivi la voie indiquée par Einstein dans sa découverte 
de la loi de la gravitation ( ^ ). 

On peut présenter autrement la question. La conservation de la 
quantité de mouvement et la conservation de l’énergie sont des lois 
expérimentales, vérifiées dans tous les phénomènes connus. 

L’expression la plus générale de ces lois est facile à trouver : si 
le champ de gravitation est négligeable nous pouvons exprimer ces 
lois de conservation par 



car cette équation symbolise les équations de l’hydrodynamique 
en coordonnées galiléennes. 

Nous remarquons que cette équation est la forme dégénérée 
(en coordonnées galiléennes) de l’équation tensorielle Tji,^ = o. 
La formule ^ donc exprimer la loi générale de conser¬ 

vation, que nous avons toutes raisons de considérer comme rigou¬ 
reuse. 

Ceci posé, la loi de gravitation que nous cherchons est (comme 
la formule de Poisson) une relation enti'e la matière et la structure 
d’Univers : elle doit s’exprimer par une égalité entre le tenseur 
matériel et un certain tenseur de courbure. Le choix de ce tenseur 
géométrique est très l'estreint, car pour pouvoir être égalé au 
tenseur matériel il doit être conservatif comme lui. Le plus simple 

des tenseurs conservatifs est (théorème fondamental 

n^ 76) ; nous sommes donc conduits à essayer la loi : 

R[j. — 7 constante universelle), 


( 1 ) Die Grundlage der allgemeinen Relaiiçitàts théorie {Ann, d. Physik, 
t. XLIX, 1916). 
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quitte à vérifier ensuite expérimentalement les conséquences de 
cette loi. C’est bien la loi d’Einstein ( 02 - 1 4)- 

Partant de la forme précédente, nous obtenons .facilement les 
autres formes de la loi, j compris ( 47 - 14)7 tjui nous montre que 
les quantités (lûen que ne constituant pas un tenseur) peuveni 
être considérées comme représentant une forme d’énergie que 
nous pouvons appeler l’énergie du champ de gravitation. Cette 
conclusion relative aux est d’ailleurs justifiée par les formules 
( 32 -i 4 ) et (17-14) (extension des équations de Lagrange). 

Eddington regarde la loi de la gravitation « non comme une loi 
de la Nature, mais comme une définition de la signification que 
nous attribuons à la masse, à la quantité de mouvement, etc., dans 
notre description géométricjue de l’Univers. I^’identification a été 
faite de telle sorte que l’équation ^ soit satisfaite et que, par 

conséquent, les lois de l’hydrodynamique et de la théorie des gaz 
soient également vérifiées ». Cette idée d’une « identification » 
sera discutée plus tard: 

La loi de la gravitation n’est pas déterminée d’une manière uni¬ 
voque : nous pouvons écrire aussi 

en posant 

1 ^{JL = ïljx — P = h —= const. universelle, 

puisque la divergence de est identiquement nulle 

(n^76). 

Dans le vide, c’est-à-dire aux points d’Univers où il n’y a pas de 
tenseur d’énergie, on obtient alors 



d’où l’on déduit 




hjjLV- — O. 


C’est la loi ( 9 - 14 ) (Univers courbe) que nous adopterons bientôt 
(avec X très petit). On voit que cette loi est encore compatible 
avec la loi de conservation de l’impulsion-énergie. 

Dans tout ce qui précède, nous avons suDoosé l’absence de 
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y a un champ électromagnétique, un autre tenseur doit être ajouté 
au tenseur matériel. 

En résumé, la loi de la gravitation et la loi de conservation de 
rimpulsion-énergie sont étroitement unies. La loi de conservation 
est imposée par la loi d’Einstein, d’autre part celle-ci peut être 
écrite intuitivement en partant de la loi de conservation. 

Rcmai'quons toutefois qu’on pourrait, apriori^ égaler le tenseur 
d’énergie à tout autre tenseur d’Univers ayant une divergence 
nulle (n® 76 ), par exemple avec les tenseurs mixtes conservatifs 
qui correspondent aux invariants On aurait 

d’autres lois de gravitation compatibles encore avec la conserva¬ 
tion de rimpulsion-énergie. Mais les tenseurs en question contièn- 
nent les dérivées du quatrième ordre des la loi dans le vide 
serait un groupe d’équations diflerentielles du quatrième ordre,' et 
une difficulté proviendrait des conditions aux limites indispen¬ 
sables pour déterminer la solution particulière convenant au champ 
d’une particule matérielle. La loi choisie (avec ou sans la cons¬ 
tante \) est la plus simple qu’on puisse adopter, elle comporte le 
minimum d’arbitraire, et il se trouve que dans les limites de pré¬ 
cision des observations, cette loi est expérimentalement vérifiée. 

84. Les équations de l’hydrodynamique. 

Revenons au tenseur impulsion-énergie, dont rexpression en 
coordonnées galiléennes est ( 45 -i 4 )- Nous pouvons, dans l’aspect 
macroscopique, considéi'er comme très petit un fragment de 
matière dans lequel s’exercent des tensions internes, c’est-à-dire 
dans lequel diverses portions de matière ont des vitesses de gran¬ 
deurs et d’oi'ientations différentes. Pour tenir compte de ces 
tensions internes, nous pouvons décomposer le tenseur en deux 
parties, la pi’emière se rapportant au mouvement d’ensemble du 
fragment de matière, de vitesse (’x»? seconde relative 

aux mouvements internes (4^, Pxa? rapport au centre 

d’inertié. Les termes rectangles s’annulent puisque les vitesses 
internes sont relatives au centre d’inertie. Sp^v^ex^ est la quantité 
de mouvement parallèle à l’axe OXa qui traverse, par unité de 
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fSg i4) 


sèment la tension interne Ainsi, il faut ajouter au ten¬ 

seur ( 45 - 1 4) un tenseur d’espace à neuf composantès ( le tenseur 
de la théorie de l’élasticité), ayant pour éléments les tensions 
internes. Nous obtenons 

= — ^(Ax.x.-t- ppsj —A (/>x.x,-+- é‘X‘"xJ — P' 

— ^(i’X:X.-^-pex,ex,) —A(/,x,x,-HpPS,) — ■^(/’-XA.-t- pPx.rx,)--^ pi 

[x —4(/’x,x,-t-pPx,Px.)-^(/>.x,x,-HpPx,PxJ—A(px,x,-f-ppi) —ipi 


. -pPx, 

c 


En coordonnées galiléennes (ce qui suppose l’absence de cbani]) 
de force), les quatre équations de conservation s’éci'ivent 

àTl 

— = O (iA==i, A, 3, 4). 


Faisons d’abord [a = 4 ) nous obtenons l’équation 4 c conlimiitc 
bien connue 

( (J0-.14. ) ^ ^ à( pvx,) 


àX. (H 


Prenant p. = i, 2, 3 , nous obtenons les trois autres équations; 
faisons j3ar exemple |jl = i, nous avons 


V c)Xi 


^ âX^ 


__ d(pp?j à(pvx^vx^) àip^xj 

àXi âX. cJXa dt 

ou, en tenant compte de l’équation précédente, 


(61-14) 




[ dv\. c)ex,\ 

- K'’"'* ^ ^^ ^^'sr) = P "ÔT’ 

où est l’accélération de la matière. 

Nous trouvons donc les équations du mouvement d’un lliiide, le 
champ de force .étant nul. Les équations de l’hydrodynamique 
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(en coordonnées galiléennes) ne sont autres que les équations de 
d’T'‘ 

conservation — o, formes dégénérées de Tji,, = o. 

Quand il y a un champ de force, nous savons (Mécanique ordi¬ 
naire) qu’on introduit les composantes de la force sur l’unité de 
volume pF^.,, pF^.,, pF^.^ les équations prennent la forme 


(62-14 ) 


ÔXy 





Les coordonnées ne sont plus rigoureusement des coordonnées 
galiléennes car il n’y a plus de coordonnées galiléennes dans un 
champ de force, mais c’est un fait dont on ne tient pas compte 
dans la Mécanique classique. 


85. Les forces. 


Ecrivons l’expression de la divergence de Tjj, : 


T'^ —_ 

1 H V — 


'■ i)Xy 


(v/=7n)- T-i. 


La loi de conservation est 


(/)3-i4) 




ixv 

a 


et dans le cas particulier où les coordonnées sont choisies 


manière que y/ — ^>* = i, 
( 64 - 1.0 


àx., “■(ai 


de 


Sous cette forme, la loi de conservation constitue l’expression 
de la loi d’impulsion et d’énergie pour la matière : le second 
membre (qui disparaît quand les sont constants, c’est-à-dire 
quand le champ de force est nul) représente l’influence énergé¬ 
tique de la gravitation sur la matière, c’est-à-dire détermine 
l’impulsion et l’énergie communiquées à la matière parle champ 
de force (champ de gravitation permanent ou champ de gravita¬ 
tion géométrique). 
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Ces équations imposent quatre conditions (pour [j. = i, 2 , 3, 4) 
que le tenseur matériel doit satisfaire. 

Ce sont les équations de riiydrodynamique dans un cliamp de 
force et pour les milieux dépourvus de frottement. 

En pratique, la vitesse de la matière est toujours très petite par 
rapport à la vitesse de la lumière, et nous pouvons faire une 
approximation. Nous pouvons prendre des coordonnées très peu 
différentes de coordonnées galiléennes, et admettre que le tenseur 
matériel se réduit à T|, cette composante étant considérablement 
plus grande que les autres composantes deT^J nous écrivons donc 
approximativement : 
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c’est rapproximation faite en Mécanique ordinaire. 

Nous avons déjà appelé « composantes du champ » (n" 78) les 
grandeurs représentées par les syml)oles | | de Christoffel. Com¬ 
parant (65-1 4 ) aux équations habituelles de rhydrodynamiqiuî 
dans un champ de force ( 62 - 14 ), nous voyons bien que ces sym¬ 
boles représentent des forces (divisées par c-) 



Ces trois symboles (multipliés par — c-) sont les composantes 
de la force principale, la force cl'inei'tie de ht Mécanique^ la 
seule Cju'on envisage en Mécanique classique^ qui produit sur 
la matière une action proportionnelle à la masse, c'est-à-dire pro¬ 
portionnelle à rénergie ; la Mécanique newtonienne néglige les 
autres c< forces » qui sont liées aux autres composantes du 
tenseur T'p, c’est-à-dire à la quantité de mouvement et aux 
tensions. 


Les équations habituelles de Fhydrodynamique (dans un cliamp 
de force) ne constituent donc qu’une approximation, d’ailleurs 
excellente. 

Écri vons maintenant la divergence de sous la forme (56-i3 ), 
avec f ^ I, nous obtenons 


(66~i4) 


O r)nr* 
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Nous voyons que 

^2 /) O*. , <^'2 f) fr, , y'*2 f) (>•, , 

( Oj-i ^ ) F J. F ^ \7 —__ ^ ^_ ‘ ^ ■ «■ ^ 

2 <)Xi^ 2 ’ 2 C>X;i 

Si F,., F,., dérivent d’un potentiel ù (an sens de la Méca¬ 
nique classique), la solution de (()■/-!4) est 


12 = coiD-l., 


el^i ü .= O à l’infini, et = i. 


((;<s™i 4 ) 


Nous avions déjà remarqué cette relation au n^ 60, dans la 
transformation de coordonnées relative à un système tournant 
(cham|) de force centrifuge). 


86. Les équations du mouvement du point matériel, en 
Mécanique classique, déduites, en première approxima¬ 
tion, des équations de la géodésique (‘). 

Dans un Univers supposé euclidien, on peut choisir des coor¬ 
données galilécnncs de manière à avoir 

<lh)-“l4) A^ll— À"33 = “~I, .^V4=l, A>v =0 si 

( ’est la suppression totale du champ de force. 

Dans la réalité, à distance finie de la matière, il y a toujours un 
champ de gravitation permanent, mais l’Univers est très peu 
déformé. Nous savons, de plus, qu’au champ de gravitation per¬ 
manent peut se superposer un champ de gravitation « géomé¬ 
trique » qui n’est autre que la maniféstaüon de l’état de mouve¬ 
ment (lu système de référence. Le champ de gravitation permanent 
disparaît à distance infinie de toute matière et le champ de gravi¬ 
tation géométrique est nul si l’on adopte un système de réféi'cnce 
dans lequel les coordonnées deviennent galiléennes à l’infini. 

N()us allons considérer le cas où les diffèrent très peu des 
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valeurs galiléennes (69-14)7 nous négligerons les quantités de 
l’ordre du carré des différences; nous supposerons que les 
tendent vers les valeurs galiléennes à mesure qu’on s’éloigne de 
toute matière, c’est-à-dire qu’on adopte un système de référence 
galiléen à l’infini. 

Les vitesses de la matièi'e étant toujours, dans la réalité, très 

, ^ J, flccdcc^ (jix‘^ J 

petites par rapport à c, les composantes d espace ”57 

quadrivccteur du mouvement sont toujours très petites par rapport 
. à la composante de temps cette dernière peut être prise égale 
à I, aux quantités du second ordre près. 

Les forces | | sont très petites, ce sont des grandeurs du pre¬ 

mier ordre nu moins. 

Soient alors les équations d’une géodésique ( i 5 -i 4 ,) 
ds- ~~ l ^ 

Nous pouvons nous contenter de considérer les termes pour 
lesquels a= [3 = 47 ot nous pouvons remplacer ds par les 
j)ar les valeurs galiléennes. Nous obtenons ainsi 

c- dt- 
\ d'X V 

Jî d p- 



Lorsque le champ de gravitation est quasi slaticpie, c’esl-à-dire 
lorsqu’on n’envisage que le cas où la matière, souria^ du champ 
de gravitation, n’est animée (dans le système de référence employé) 
que d’une vitesse très petite par rapport à la vitesse de la lumière, 
on peut négliger les dérivées des par rapport à Xs, vis-à-vis des 
dérivées par rapport aux coordonnées d’espace, <d Ton ohtierU 
simplement 


(70-14) 


l d- Xfj 

dP 


1 

9. àXci 


(a = I, 'A, ‘O. 


Ce sont bien les équations de la traje(‘toire du |)oiul libre eu 
Mécanique classique, à condition d’idenlilhu*, à une constante 
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ù Otant le potentie^L au sens de la Mécanique ordinaire, 

c- 

O = — ^4V-}- const. 

et, puisque à rinfîni, ü = o et ^4/, — i, 

(7ï-i4) 

Il est remarquable que la composante ^>44 du tenseur fonda¬ 
mental donne à elle seule, en première approximation, le mouve¬ 
ment du point matériel. 

87. La loi du mouvement du point matériel libre 
est contenue dans la loi de la gravitation. 

La relation (71-14) qui vient d^étre établie (en première approxi¬ 
mation) est identique à celle que nous avons déduite (68-14) de 
la loi de conservation de rimpulsion-énci'gic, au même degré 
d’approximation. 

Ce résultat nous laisse penser qii^eV ? 7 [y a pas indépendance 
entre la loi de conservation et la loi suivant laquelle un point 
matériel libre a pour ligne d^ Univers une géodésique. 

Jetons un coup d’œil en arrière sur la suite des idées. Nous 
sommes partis de la loi galiléenne d’inertie : un point matériel 
libre dans un espace-temps euclidien^ repéré dans un système 
galiléen^ décrit une droite d’un mouvement uniforme; sa ligne 
d’Univers est donc une géodésique 0 Jds = o de l’espace-temps. 

Cette propriété de longueur stationnaire, 0 J "pouvant 
dépendre que de la structure de l’espace-temps, et étant nécessai¬ 
rement indépendante du système de coordonnées, nous avons 
cherché l’équation générale des géodésiques, c’est-à-dire des 
lignes d’Univers des mobiles libres dans l’espace-temps euclidien^ 
en coordonnées arbitraires. 

Le l'ésultat établi pour un champ de gravitation « géométrique » 
dans un Unlv(*rs euclidien a été étendu, par application du 
principe équivalence^ à un champ de gravitation quelconque 
dans rUnivers réel. 


BKCQUlillKI. 
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Mais, jusqu’à présent, rien ne prouve que la loi de conservation 
impose au point matériel libre de suivre une géodésique d’Uni- 
vers. Voici une démonstration ( Jacques Rossignol). Pour simplifier 
les calculs, prenons les coordonnées telles c|ue \/— = i • La loi 

de conservation est 


V i {J. I "ft"ap 

à JC .J 2 

dXrj dx.j 




T«fi = Po 


dx^ dx^ 
ds ds 


Portant ces expressions de Tji et dans réqiiation, et 

posant u\^= on obtient immédiatement (avec quelques cban- 
nements d’indices muets) 




àu'^ diL^ \ I « a 

r.,-1-,-1-} ^\ic':iu?z=o 


Multipliant par nous obtenons 


c’est-à-dire 




da^ /Y 

^-ST^LyI" “ 


iiY = O. 


Les deux derniers termes du symbole se détruisent dans la som¬ 
mation; l’écjuation précédente s’écrit donc : 


ou encore 


dii^ I oty ^ fi V 

U —;-1--—L uP iiJ = O. 

ds a 


()u^ du<^ I d^otS ^ O 

Wg - -H ll(T '—J -i-= O. 

ds 2 ds 


Nous remarquons maintenant que 


et, par conséqiicul, 
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‘21 I 


OU 


ds 


itO(. uP =. 


du^ 


diL'^ 

ds 


Les deux derniers termes de (b) se détruisent donc, et il reste 

àii'^ 

si l’on supprime la restriction y/— g= i, cette équation se généra¬ 
lise par 

Or, l’équation 

po'Ol—o. 


ivest autre que l’expression de la conservation de la masse. 

Tenant compte de = o, l’équation (a) est l)ien l’équation 

générale des géodésiques. La restriction \/— g = i est levée, car 
le premier membre est xm tenseur {voir n® 78 ). 

Eddington (’) donne la démonstration suivante, et établit en 
même temps que la niasse au repos d’une particule est constante. 

La loi de conservation Tjiv = o peut s’écrire, en faisant passer 
en haut l’indice [jl, sous la forme o, ou, d’après ( 58 -i 3 ), 


() 

dXy 


(tr 


! l Tav 


Intégrons cette équation pour un quadrivolunie très petit. On 
peut ellectuer immédiatement une première intégration sur le 
premier membi'e, et l’on a 


(72-14) ///”‘*^ g dxi dxz dxi, -h J j' J* \/~ g dxidxz dx.. 


Supposons que dans le domaine d’intégration il n’y ait qu’une 
simple particule et que, par suite, le tenseur matériel soit.nul en 
tout point sauf sur la ligne d’Univers de la particule. 


( 1 ) Espace, Temps, Gravitation, partie théorique, n" 41 . 
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' ch ds ’ 


et, d^iprès I 2 2-1 3 ), 


^ = dX.x dX. dXs dX^ = dX ,c dt = dX ds, 

dV étant l'élément de volume tridimensionnel pour l’observateur, 
au repos par rapport à la particule, qui mesurera l’élément de 
qiiadrivolume dans l’Univers tangent. Nous écrirons donc 

I^J'J"J" po v/~* ^ dr.o — ^j J po d\ ds = mo ds, 

ds étant la longueur de l’arc de ligne d’Univers continu à 1 inté¬ 
rieur du domaine d’intégration et mo= J'J"podY la niasse au 
repos de la particule. 

Donc, si le domaine d’intégration est très petit, nous pouvons 
remplacer le second membre de (72-14) par 


(73-i.i) 


I I dxg dx^ 
• [X \ ds ds 


Au premier membre, les intégrales triples étendues, à l’espace 
ridimensionnel qui limite le quadrivolume, s’annulent partout 
sauf aux deux points oui la ligne d’Univers coupe cet espace 
ridimensionnel. 

Pour simplifier, choisissons les coordonnées de manière qu’au 
voisinage de ces points d’intersection le quadrivolume soit limité 
par ^4==const., de sorte que la première des intégrales triples 
subsiste seule. Le premier membre de (72-14) devient l’expres- 




• g- dxi dæ-i dxi^ 


dont on doit prendre la dilïérence des valeurs pour les deux 
valeurs limites. 

Dans chaque élément d’intégration, nous pouvons remplacer 
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11 ■> 

3 (74) s’écrit simplement 



-ndiquant qu’on doit prendre la difïerence des valeurs 
txAtité aux deux limites. On peut écrire encore 



11.1.me dans l’expression (73-14), lii^ longueur de l’arc de 
w^ers compris entre les deux limites. 

► ix (72) devient 


ds 



dx^ dx^ 
ds ds 


= 0, 


L donne le taux de variation de la quantité de mouve- 
énergie de la particule, 
équation on déduit : 


dxy, d [ dx^\ 




a,3 \ dx^^ dx^ <1^^ 
ds ds ds 


_ g ra^l dx^ dxg dx^ 

“ L J 


T J dx.i dxg^ rfarp 

\i ^ ôx^i ds ds ds 


1 2 

2 ^ ds ds ds 


1 2 dx^ dx^j 

2 ds ds ds 


ixiembre^à membre à cette équation la même équation 
permutant jjl etv, nous obtenons 


V 


niQ 


dx.^ 

ds 


ds 


IUq 


dx]^ 

ds 


dxix 


£ 

ds 





ds 


dx^ dx >4 
ds ds 


O, 


d 

ds 



dx M dx^^ 

- m 

ds ds 


î 

0 
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or, on a 

d’où finalement 

ce qui prouve : 

Que la masse au repos d’une particule est constante; 

2® Que les équations du mouvement (76-1/1) sont bien les équa¬ 
tions d’une géodésique. 



Ainsi, nous obtenons ce l'ésultat fondamental que la loi du mou¬ 
vement est la conséquence de la conservation de Vimpulsion- 
énergie, F!Ile est par suite contenue dans la loi de la gravitation 
puisque celle-ci englobe le principe de conservation. 


88. Champ statique. Loi de Newton déduite, 
en première approximation, de la loi d^Einstein. 


Avec les mêmes approximations qu’au n° 86, nous pouvons, dans 
l’expression du tenseur 


__îL S 111 —S î __ i S 

ôxy. [ a \ I £ ) l X \ CL Y l e ) \ a 


négliger le produit des forces, c’est-à-dire supprimer le second ét 
le quatrième terme. La loi d’Einstein s’écrit donc approximative¬ 
ment : 


(77-i.i) 


^ S I — i 

àXci I CL ) \ CL 


Y, 



Développant le premier membre et remarquant que les g^'^' ont 
des valeurs extrêmement voisines des valeurs galiléennes (ce qui 
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nous obtenons ; 


(78-14) 


rr _L_ r_^ r 

àj'i [ I J «^:r2 [_ 2 J ^):r3 L 3 J I à J 

2 (Jx^. àxy 2 ()x^. ()xyj À ()x,x da\ 1 âx^j, t)x>i 
= — ~ ^{i-v T V 


Supposons un champ n'goureusenient statique^ c'esl-à-clire 
tel que les dérivées des par rapport à ,r/, soient milles; le 
premier membre devient, pour [a = v = 4 ^ 


1 / _i_ 

9. \ OXi ‘ ()xl 



c’c>l-à-tlire 



D’autre part, la matière étant au repos dans le système de réfé¬ 
rence (puisque le cbamp est supposé statique), si l’cn néglige les 
forces internes, le tenseur Tj;,v se réduit à 

T44 = P = po = .T. 


De sorte que, pour p = v = 4 ? Féquation (-ÿS-i ^) s’écrit 

A^44=>t?0, 


c'est-à-dire, d’après (71-14), 


( 79 - 14 ) 
en posant 


AQ 



2 


po = 4 


po Cx 




SttG 

c2 


La formule (79) est la formule de Poisson; c’est, comme 011 le 
sait, l’expression analytique de la loi de Newton : elle caractérise 
un cbamp de force proportionnel à la masse et en raison inverse 
du carré de la distance. On a, en eflét, par intégration, 

De plus, lu constante d’Einstein x se trouve maintenant déter- 





G 
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enne. Ce facteur de proportionnalité entre le tenseur et le 
nseur d’Univers conservatif Rji,— ^ pour valeur 


i4) 


8-0 8 - 6 , 7 . 10-8 


c2 


9.102 


i,8-.io” 27 unité G. G. S. 


On doit remarquer que, même dans un champ rigoureusement 
atique, la loi de Newton n’est qu’approchée car les équations (77) 
(78) ne sont pas rigoureuses, mais elle est d’autant plus exacte 
le les diffèrent moins des valeurs gallléennes. 

Nous voyons, par ce qui précède, qu’il y a identité entre la 
asse d’inertie et la masse gravitationnelle de la théorie de Newton, 
est-à-dire que la même qualité de la matière subit l’action d'uii 
ïamp de force et est elle-même la source d’un champ de gravlta- 
on; mais, pour des champs intenses, la terminologie newtonienne 
3vient ambiguë, puisque la loi de Newton n’est pas rigoureuse. 


89. Champ non statique. Propagation de la gravitation. 

Les potentiels de gravitation sont des relations entre l’Uni- 
îrs et le système de coordonnées employé.^ Comme l’a fait 
ïmarquer Eddington, il ne saurait être question d’une condition 
mérale de propagation, puisque le système de coordonnées esi 
•bitraire ; toutefois, si les coordonnées sont convenablemenl 
lolsies, l’influence gravifique apparaît comme se propageant avec 
vitesse de la lumière (‘). Voici la démonstration d’EddIngton. 
On sait que, dans la théorie de l’élasticité, l’équation général(‘ 
xprimant la propagation d’une petite perturbation, avec la vitesse 

St 

{L±-.± _ J_= 

Il cï> est nuL sauf a la source de la perturbation. 


(') Einstkin, Sitzimgsber. d. Preu.sz. Akad. d. U7.s\ye/î.vc/i., 1916, p. (388; 191S, 

, i 5 î. — Hilbkut, I\arhi\ d, Ge>seltsch. d. Wissensrh. zu Gottingeîi, 1917, — 
K SiTTER, Moiithly Notices^ décembre 1916, p. 159,— Kpdington, BeporL on ihe 
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Les sources de la gravitation se trouvent dans toutes les réglons 
où il y a de la matière, et nul partout, sauf dans ces 

régions ; il est donc logique de considérer comme ranalogue 
de <ï>. Nous allons chercher si une perturbation gravlfique peut être 
représentée par des quantités satisfaisant Féqualion 


(81-14) 




h 


p-v 


()XaL cfx3 


:2R 




dont le premier membre est la forme généralisée du dalemberlieii 
/ ()-2 vfi \ 


OÙ Kl, K2, Kj], X/, sont des coordonnées galiléenncs. 

Posons donc a priori ( 8 i-i 4 ); nous aurons à chercher la signl- 
(ication des Nous prendrons un système de coordonnées tel 
(jue les diffèrent très peu des valeurs galiléennes, les écarts à 
ces valeurs étant considérés comme du premier ordre ; d’autre part, 
nous supposerons que les sont du premier ordre. Nous négli¬ 
gerons toutes les quantités du second ordre. 

Multiplions ( 8 i-i 4 ) successivement par et nous obte¬ 
nons (les dérivées des étant très petites du premier ordre), 


et 


en écrivant 


rrafi 


,nhi 



paS 




= 2R 


A jî = «va- et h = h ,j,v. 


Des équations précédentes, nous tirons au degré d’approxima¬ 
tion Indiqué 

.üSî; ("' - - î'î")=- 

.gp f_ Igl É!l) 

Oxoi \ ()Xfr 2 * ^ dX(j J oXrj 


Si le système de coordonnées est tel solution, 



2I8 
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eu égard aux conditions aux limites, est 


àh^. I ^.àh __ î f)h 
da?(j 2 àXf; ~~ 2 ôx^i^ 

Ceci posé, considérons rexpression 


(82-14 ) 


^ L \ / 


qui, au degré d’approximation, se réduit à 


T ()-h^ I à'^h'^ ï û I é-h 

--L—--L— -j-^ap-i-1 --— , 

•2 àxy^ dx^ 2 dxcx. àxy^ 2 dx^ àx^ 2 âx^ àxy 

d’après la condition qui précède, les deux premiers termes détruisent 
le dernier terme, et il ne subsiste que le terme 


2 ^ âxc(, ()x^i 


que nous avons posé égal à R^^v 

D’auti'e part, les coordonnées étant très voisines de coordonnées 
gaiiléennes, Rjj.v se réduit à 


%v = ™ 


d 

âxa 


JJLV ) 


jL 1 > 

\)x^^ j a j 


L J- r«-=<Pi 


\ 

1 + 1 J.| 

f' „|J.v 

2 P * 

^ dxy, âXy 

àa^ji J 

J a ' 

àcrj 


comparant cette expression à (8e~i4) qui, dans un système de 
coordonnées tel que -j— = o, repx'ésente aussi Rj;,v, Il est clair que 

les quantités très petites Ay^y peuvent être pidses égales aux écarts 
des g’y,y à partir des valeurs constantes gaiiléennes. Dans un tel 
système de coordonnées, ces écarts satisfont l’équation (8 ï-i/|). 

Il importe maintenant d’examiner la condition = o et de 

voir, d’abord, si cette condition est réalisable avec notre degré 
d’approximation, ensuite quelles sont les coordonnées employées 
et quelle est la signification physique du résultat. 

àT^ 

Dans toute région vide, on a évidemment -r-^ = o. Ouelles que 
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des coordonnées galiléennes, Féquation de propagation généralisée 


T—^ = O 
oxa, 

est satisfaite au degré d'approximation admis. 

Dans une région contenant de la matière, les équations de l’hj- 

drodynamique = o qui expriment la conservation de Fimpul- 

sion-énergie de la matière seule ne seraient exactes qiFen l’absence 
(le tout champ de force, mais nous savons par expérience qu’elles 
sont pratiquement valables si le champ de gravitation est très faible 
<^t avec les coordonnées quasi galiléennes habituellement employées 
en Mécanl(pie. L’équation ( 8 i-i 4 ) est alors valable avec notre 
degré d’approximation. 

Supposons un champ statique, c’est-à-dire dans lequel les déri¬ 
vées sont nulles; Féquation ( 8 i-ï 4 ) se réduit, toujours au 
iiiénu' (lêgr('‘ d’approximation, à 

/ (P \ , 


A//mv = — Rav == ( Tu,v 


On a, (le plus, pour la matière au repos, 
autres composantes T|j.v sont nulles; on obtient par conséquent, 

A/(u.v = 0 si (JL ^ V 


c est une 


A/? Il = A/n2 = à//33 = A//4Ji. — xpo, 

généralisation de Féquation de Poisson, la solution est 


si 






l/inlcrvallo ôlcmentaire s’écrit donc, dans le cas d’une parlicttle 
uuicjiie de masse M, 


2*20 
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à rinfini, il devient 


ds -==.— dx\ — dxl — dxl -i- dxl^ 


ce qui montre que les coordonnées employées deviennent gali- 
léennes à Finfini. 

L'interprétation physique des résultats qui précédent est donc la 
suivante. Si Fobservateur considère que F Univers est quasi eucli¬ 
dien, c^est-à-dire euclidien mais légèrement déformé par le voisinage 
de matière ; s’il prend, comme dans la Mécanique céleste habituelle, 
des coordonnées qu’il considère comme galiléennes, c’est-à-dire 
des coordonnées aussi voisines que possibles des coordonnées 
galiléennes et devenant galiléennes à Vinfini; s’il considère 
enfin des petites variations du champ de gravitation, produites par 
de la matière animée, dans le système de référence, de vitesses 
petites par rapport à la vitesse de la lumière, les déformations du 
champ de gravitation dans le vide obéissent très approxima¬ 
tivement a l’équation 


qui peut s’écrire 




dx(x Oxr^ 


D /i(XV = 


(P 0 , ()^\ J 

dx^ ^ ~~ 


Au même degré d’approximation que l’équation de Poisson, 
c’est-à-dire que la loi de Newton, et même avec une approximation 
un peu plus grande représentée, dans le cas d’un cliamp statique, 
par l’équation ( 83 -i 4 ) résultant de la généralisation de l’équation 
de Poisson (^), les perturbations gravifiques apparaissent à l’obser¬ 
vateur comme se propageant avec la vitesse de la lumière. 


(^) Avec rapproximatioii de la loi de Newton, il ne subsiste que de sorte 
que l’intervalle élémentaire s’écrit 

ds^=z—dx^ — dy^ — ds’^—(^i—df^, 

l’espace envisagé seul {dt z=o) est considéré comme euclidien. 

Nous établirons, au Chapitre suivant, que l’expression exacte de ds^, dans le 
champ d’une particule, est, en coordonnées polaires, 

ds- = — ^ dû; 




n 2 \ 12 
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Pratiquement, si nous considérons une distribution arbitraire 
de matière se mouvant, avec une vitesse faible par rapport à la 
vitesse de la lumière (ce qui est toujours le cas), on peut écrire, 
en désignant par ü le potentiel au sens de la Mécanique ancienne, 

I ôQ^ 


cette équation a pour solution 


Les effets de gravitation obéissent à la loi des potentiels retardés. 
Ht est, à l’instant t, le potentiel en un point qui, à l’époque 


t' = t — 


rv 

- y 

C 


était situé à la distance /> de l’élément matériel dont la densité 
était et dont le volume était dYi, 

Le temps t' dépend de l’élément de volume considéré. Le 
domaine d’intégration, c’est-à-dire le domaine dans lequel p^.^o 
ne coïncide pas avec l’espace occupé à un instant déterminé par 
les corps sources du champ de gravitation. 

Le fait que le potentiel de gravitation satisfait à l’équation des 
potentiels retardés explique, comme dans le cas des actions élec¬ 
triques, Y apparence des actions de gravitation centrales et instan¬ 
tanées. 


90. Remarques sur la loi de la gravitation. 

La loi de la gravitation dans le vide^ Rf/,v= o, constitue, comme 
nous l’avons déjà dit, une l'estriction considérable imposée aux 
géométries de l’Espace-Teraps. Par contre, dans la matière^ sup- 


iious obtenons 
ds 




■ •+■ ày- + dz' )■+■(' 


C’r 1 


ce qui est précisément l’expression approchée (83-i4). 
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posée continue, c’est-à-dire envisagée sous l’aspect macroscopique, 
tous les genres d’espace-temps deviennent théoriquement possibles : 
nous pouvons, en effet, nous donner arbitrairement les dix poten¬ 
tiels et déterminer par les dix équations 

Rp; ~ ff == ^ Tfi,v 


les conditions que doit remplir la matière pour produire ces 
potentiels. 11 importe toutefois d’observer que c’est là seulement 
un résultat théorique, car on peut se trouver ainsi conduit à une 
distribution physiquement impossible (densité excessive ou, au 
contraire, densité négative). 


Dans le vide, les équations Rav= o se réduisent à six conditions, 
à cause des quatre identités (i 3 -i 4 ) * 




1 ^ 
2 


qui correspondent à la quadruple indétermination des coor¬ 
données. 

Quand il y a de la matière pi'ésente, ces quatre identités se trans¬ 
forment en quatre équations : 

V ï _ rpV 

entre les graiiHeurs qui fornient le tenseur impulsion-énergie de la 
matière. 

Le degré d’indétermination des coordonnées, c’est-à-dire le 
nombre des dimensions de l’Univers, impose donc à la matière un 
nombre égal de conditions qui doivent être nécessairement rem¬ 
plies. Ces quatre conditions constituent la loi de conservation de 
l’impulsion et de l’énergie. 

Nous avons montré (n® 83 ) qu’en posant comme postulat la loi 
de conservation, il existe d’autres identifications théoriquement 
possibles du tenseur T^j^v, c’est-à-dire d’autres lois de gravitation, 
mais beaucoup plus compliquées que la loi adoptée ; cette dernière, 
en excellent accord avec l’expérience, pai-aithien être la loi exacte 

_*_ . ^ . t* ' ■ 1 1 
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Rp.v — ^5’txv (courbure R =r 4^^ constante et différente de zéro dans 
le vide), comme nous le verrons plus loin. 

A la question « la loi d’Einstein est-elle bien conforme aux lois 
de la Mécanique »? il faut ix^poridre : « C^est elle qui résume la 
dynamique tout entière ». La loi de la gravitation contient, sous 
sa forme la plus générale, la loi de conservation de rimpulsion, 
de l’énergie et de la masse; elle contient la loi du mouvement du 
point matériel libre : c’est la loi de l’inertie, car gravitation et 
inertie ne sont qu’une seule et même chose; elle contient enfin la 
dynamique du point matériel. 


111. - APPLICATIONS ET VÉRIFICATIONS DE LA LOI 
D’EINSTEIN. 


91. Le champ de gravitation d^un centre matériel. 

L’application la plus directe de la loi d’Einstein est l’expression 
de l’intervalle élémentaire dans l’Espace-Temps modifié par la 
présence d’un centre matériel (^). 

Dans un Univers euclidien, c’est-à-dire en l’absence de tout 
champ de gravitation permanent, si l’on prend des coordonnées 
polaires 

Xx = r, Xf = 0, iTg = Cp, Xf, = et, 
l’intervalle élémentaire est l'eprésenté par 

( 84-14) — d^^-h sin*0 d^^) + dl\ 

Elément d'arc de apkèro 
de rayon 

S’il y a une particule matérielle à l’origine des coordonnées, un 
champ de gravitation règne autour de cette particule, l’Espace- 
Temps n’est plus euclidien et l’expression précédente de ds‘ n’est 


(^) Einstein, SUzungsber. d, Preusz. Akad. d. Wissemch.j t. XLVIl, 191 5 , 
p. 83 1. — SciiWAnzscHiLD, Jbid.^ t. VII, 19x6, p. 189. -- Eddington, Espace^ 
y'emps, Gravitation^ partie théorique, n® 29 . L'exposé qui suit est celui 
d'Ëddin ton. 
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plus exacte, mais nous pouvons tenter de mettre ds- s 
forme analogue, qui.se réduise à (84) a une distance infi 
particule, puisqu’à Tinfini le champ de gravitation do 
raître. 

Nous allons cssaj-er une solution de la forme 

( ds-z= — dr- — r- do‘^) dx^ 

{dX’^~cdt)y 

/', 9 , cp, Xf, sont quatre variables dont nous préciserons ] 
la signification; à, [x, v sont des fonctions de r et non d 
elles doivent s’annuler à rintinl; nous allons voir si nous 
déterminer X, p., v de manière que la loi d’Einstein R^t 
satisfaite : si nous réussissons, nous aurons obtenu une 
du problème et c’est seulement alors que nous pourrons 
l’interprétation physique des coordonnées employées. 

Nous n’écrivons pas de termes produits drd^^ c/rrfcp, 
cause de la symétrie du champ dans l’espace ; il n’y a pas 
de termes en dr dt^ d^dt^ d'o dt car suivant l’expresslc 
dington, il y a symétrie dans le temps de l’histoire j 
future de la particule ( ‘ ). 

Nous pouvons simplifier l’expi'ession ( 85 ) en prenant i 
velle coordonnée = supprimant l’indice et choisii 
nouvelle fonction X. Nous allons donc essayer l’expression 

( 8 G- 1 4 ) ds- = — dr^ — siu- 0 dc^^ dxi. 


(') Ces conditions sont imposées si Von veut conserver les notions d 
et de « temps». L’objection faite par M. Painlevc (C. JR. de l'A 
oct. 1921) entre les conclusions physiques déduites de la formule d' 
cliild, que nous allons établir, n'est pas justifiée. M. Painlevé a emplo 
coordonnées et a, naturellement, trouvé une autre expression exacte d 
si le mathématicien considère, à son point de vue, tous les système 
données comme également bons, il n’en est pas de même pour le ph 
a besoin d’interpréter les résultats, et qui doit pour cela introduire le 
mesurables avec ses instruments : le choix des coordonnées est alors 
ment assujetti à certames conditions. Lu formule de M. Painlevé ne p< 
interprétée physiquement, parce qu’elle contient un terme en dr d 
tiblc avec la symétrie dans le « temps». Ce point paraît avoir échappe! 

La réponse à ces objections est implicitement contenue dans l’Ouvr 
l Daa Relatioitht<inrin.zin, P. IT'l ftt. dans un Mémoire de Mic (Ann. 
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Les potentiels de gravitation gax sont ainsi 
57-14) ^ii = —^22 = — ^^ ^33 = —r 2 sin^G, ^44=6^, o 


irsque cr ^ t. . • 

Le déterminant g se réduit à sa diagonale principale 

38-i4) — ^ = sin^ô, 


t Ton a 

Bo-a) 


^G-a 


jCS potentiels doivent satisfaire les équations 


90-14) 


Bn 


OXa ( a 1 


en: ) à T.og ff 
ai-^ 


àXfjdccx { oL ^ àxa 

Il faut calculer tous les symboles de ChristofFel 
9 ï-ï 4 ) 


U 1 H_ ^!£ËZ _ ^ V 

o: \ 2^ \ àxx àxa àx^ J ’ 

nais, puisque les potentiels sont nuis sauf quand leurs deux 
ndices sont égaux, la sommation par rapport à |3 disparaît et 
’on a 


9 ' 2 -i 4 ; 


àga.x 

dxa 




ZI 1 

a / 


{sans sommation). 


Les cas possibles sont les suivants, g-, t, p désignant des indices 
afférents : 

ï 


93 - 14 ) 


cTcr ) 


<T \ 

b 

■x> 

1 

ax ) 

1 à 

1 ~~ 

2 dXfj ’ 




Nous obtenons ainsi, en désignant par X' et les dérivées par 
rapport à /* des exposants X et v [équations (86) et (87)], 


94 ~i 4 ) 


l II i 

7< 

I 

II 

i î 


M 

i 22 1 

1 ^ 


1 . ' 

1 = - /• e->, 

J 


cotG, 


2^ ' 


= — r sin^G 


133 | 


sinG cosG, 


! = i-ev-Xv'. 

i \ a 


BBCÛUBREL 


15 
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Les 3 i autres symboles sont nuis. Il ne faut d’ailleurs pas ou¬ 
blier que 


Nous allons maintenant développer les équations R<yç=oqui 
expriment la loi de gravitation. Ces équations se réduisent ici à 
quatre : 

Ru = O, ^22 ~ O, R33=0 , R44 = Oj 


les autres Rjj,v étant identiquement nuis : 





J y/— ^ _ S ^ ^ 

( I ^ dr j \ aO 


En substituant la valeur de —^( 88 ) et les valeurs (94) des 
symboles puis réduisant, nous obtenons 

r'* I A/ ï ^ / I 

R = _v __ X V -H -'/2 -O, 

24 4 r ’ 

R 22 ^ e-^ -4- i r(v' — X')j — I = O, 

R33 s sin* 6 j^i h- d r(v'— V )j — sin^ ô = o, 

R,,^ ~V=: O. 

V 2 4 4 r/ 

De la première et de la dernière équation résulte 1 '= — v' et 


(95-14) 
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(conditions aux limites) 


X = — V. 


2017 


La seconde et la troisième équation sont identiques et en vertu 
de Féquation X = — v elles donnent 

e^(i -H rv') = I. 

. Pour intégrer cette équation posons e^— y, nous avons 
d’où 

(96-14) Y = e'' = i—7’ 


A étant la constante d’intégration. Cette constante est arbitraire 
dans le calcul, mais physiquement, pour une particule donnée, elle 
est évidemment déterminée et elle caractérise la particule au point 
de vue gravifique, puisque la particule produit un champ déter¬ 
miné. Nous pouvons poser 

, nGM 
A = , 


d’où 
( 97 - 14 ) 




_ 2 GM 


G étant la constante de la gravitation newtonienne; M est une 
nouvelle constante que nous identifierons plus loin avec la masse 
de la particule. 

Remplaçons dans ( 86 -ï 4 ) ^^et par i — nous obtenons 

l’expression définitive de 


(98-14) 


ds^ = — 

/ -.GM N 

-1 

dr "'-— r* â?02— siri^G 

/ aGMN 
c»rj 

dt^ 


dont nous avions obtenu une expression approchée ( 83 -i 4 ) au 
n" 89 . 

Cherchons maintenant la signification des coordonnées r, 9 ,(p, t. 

Le temps, — En un point fixe par rapport au centre matériel 
(rf/*=:o, = O, do — l’intervalle du temps mesuré entre 
deux événements infiniment rapprochés est 


/ . 
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Comme = i lorsque r est infini, on voit que la coordonnée t 
est le temps à une distance infinie de la particule dans le sys¬ 
tème de référence lié à cette particule. 

Vespace. — Dans Fexpression de ds- le terme d’espace, 
représentant le carré de la distance de deux points infiniment voi¬ 
sins, est 

(100-14) r2d:e2-hr2sin2 9^cp2. 

Dans les champs les plus intenses que nous connaissons, y reste 
toujours extrêmement voisin de i, de sorte que l’espace est très 
peu dilFérent d’un espace euclidien. Supposons d’abord que nous 
portions transversalement (<ir = o) une règle extrêmement courte 
dl.) nous aurons 

dp = r- dd^ -4- r* sin^ 6 df-^ 

l’expression de dP est la même que celle d’un arc de sphère en 
géométrie euclidienne, r étant le rayon vecteur, 0 l’angle du 
rayon vecteur avec un axe fixe et cp l’angle azimuthal. 

Supposons maintenant que la règle très courte soit portée radia- 
lement (dQ = o, rfcp = o) de manière que, partant d’un point 
éloigné de la particule, on s’en rapproche peu à peu. Nous 
avons 

, dr = y/ÿ dij 

\/y et par suite dr diminuent à mesure qu’on s’approche de la 
particule, et r tend vers une valeur limite que nous obtenons 
en faisant y = O, d’où • C’est là d’ailleurs un cas pure¬ 

ment théorique qui ne se présente que parce que nous avons 
supposé un point matériel sans dimensions, c’est-à-dire une con¬ 
centration infinie de matière; la valeur de i\ est excessivement 
petite et ne correspond à aucune réalité ; la matière occupe tou¬ 
jours un volume trop grand pour qu’on puisse atteindre cette 
limite, qui, par conséquent, n’a pas de signification physique. 

On voit que les longueurs mesurées transversalement (une cir¬ 
conférence, par exemple, ayant pour centre la particule) sont les 
mêmes que si l’espace était euclidien, mais qu’il en est autrement 
pour les longueurs mesurées radialement (le diamètre de la cir- 
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même règle. Il résulte de là que le rapport de la circonférence au 
diamètre est légèrement inférieur à tt, mais F écart est faible : si 
une masse de i tonne était à Fintérieur d’un cercle de 5“^ de 
rayon, c’est seulement la ^ 4 ® décimale qui serait changée (Ed- 
dington). 

On pourrait exprimer l’élément de lignes ds avec d’autres coor¬ 
données, mais celles que nous avons utilisées, d’après Schwarz- 
child, sont celles qui se l'approchent le plus de coordonnées 
polaires euclidiennes. Pratiquement, r et t sont la « distance » et 
« le temps ». • 

La quantité y, nous l’avons dit, est extrêmement peu différente 
de l’unité, et c’est pourtant ce faible écart qui détermine tous les 
phénomènes de gravitation, y intervient dans deux termes, le 
terme en dr et le terme en dt : il est évident que pour la mesure 
d’un intervalle d’Univers c’est surtout par le terme en dt que 
l’influence de y se manifeste, puisque ce terme contient le fac¬ 
teur C-. 

La loi de Newton. — Si nous appliquons la formule ( 68 -i 4 ) 
nous retrouvons la loi de Newton, car nous obtenons l’expression 



caractéristique d’un champ newtonien. En première approxi¬ 
mation, dans un champ statique et pour les mobiles animés d’une 
faible vitesse dans le champ de la particule, touLt se passe comme 
si la particule produisait une « force attractive » en raison inverse 
du carré de la distance et proportionnelle à la constante M qui la 
caractérise,* on voit que cette constante d’intégration M s’identifie 
avec la masse gravifique de la théorie de Newton, que nous avons 
elle-même identifiée avec la masse d’inertie (n® 88). 

92. Le mouvement d’un point matériel dans le champ 
de gravitation produit par un centre. 

Un point matériel libre suit une géodésique, dont les équations 
sont (n° 78 ) 

ds^ ( a 1 ds ds ^ 
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Dans le cas du champ de gravitation dhin centre, il est facile 
d’écrire ces équations : les valeurs des symboles de Christoffel ont 
été calculées précédemment (94-14)* Faisons d’abord o- == 2, nous 
obtenons : 


(I 02 ~i 4 ) 


—- — cos 0 sm 6 
ds'^ 



2 dr d^ 
r ds ds 


O. 


Nous pouvons choisir les coordonnées de manière que la vitesse 
initiale du mobile soit dans le plan 0 = ~ ; comme nous avons 
initialement ^ = O et cos 9 = o, il en résulte que ^^==0 : la 
trajectoire reste dans un plan. 

Pour (7 = ï, 3 , 4 î 9 étant égal à ~ ? nous avons les équations 


(io3-i.O 


d'^r 

ds^ 


(io4-i4) 

(io5«i4) 



d^o 2 dr 

ds^ r ds ds 


d'^xi, J dr dx^ 
ds‘^ ds ds 


O (074= et). 


L’intégration des deux dernières équations donne 
(106-14) r^^ = h,, 

ds 

(107-14) = /c e-v r= ~ , 

as Y 


h et k étant deux constantes d’intégration. 

Au lieu de chercher à intégrer (io 3 ), il est plus simple de dé¬ 
duire de l’expression (98-14) de ds^^ en y faisant rfÔ = o, sinO = i, 
l’équation suivante 


(108-14) ^ 



qui joue le rôle d’une intégrale d’énergie. 

Des trois équations précédentes (106, 107, 108) nous déduisons, 
par élimination de doc4 , 
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et par substitution de la valeur de v, v — i — ^ 

‘ * ^‘2 7 ' 


(109-14) 

On sait, d’autre part, que les équations du mouvement elliptique 
résultant de la loi newtonienne sont les suivantes : 


,ds ) ■ 


( 


m 


= (A-2-i)-h 
„ dcD 


‘2 GM 2 GM 


-H 




ds 


= h. 



a étant le demi grand axe de l’orbite. 

Comparons ces équations newtoniennes à celles qu’on déduit de 
la théorie d’Einstein : la première des équations (io9)'Contient un 
terme supplémentaire ^ que ne prévoyait pas l’ancienne 
théorie. Dans (loq), ds = cd^^ dx étantde temps propre du mo¬ 
bile, très peu différent de r peut être confondu pratiquement 
avec la distance, au sens euclidien ; donc, à part le terme supplé¬ 
mentaire, on peut identifier les équations (109) et (i lo) en posant 

/ *> GM .15 • 1 • J, 1 

A - = I — et i on voit encore de cette manière que la quan¬ 
tité M qui avait été introduite comme constante d’intégration est 
la masse de la particule attirante. 

A grande distance du centre, le terme supplémentaire est négli¬ 
geable et l’on retrouve le mouvement prévu dans la théorie de 
Newton. 


93. Première vérification de la loi d^Einstein. 

Le déplacendent du périhélie de la planète Mercure. 

Les calculs qui précèdent s’appliquent au mouvement des pla¬ 
nètes ou de leurs satellites ('). 


(G Beaucoup d’auteurs simplifient les formules en prenant pour unités natu¬ 
relles la vitesse de la lumière (c = i) et la constante de la gravitation newto¬ 
nienne (G = i). Nous avons préféré. conserver l’homogénéité habituelle des 
* formules. 
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Des équations (109-14) on déduit immédiatement 
f h drV ... . aGM ‘2GMA2 


OU, en posant w = -, 


du\- 




— I 2 GM 2 GM 
-1-r-7-r U H-^ ; 




c^h'^ 


c* 


par dérivation, il vient 

d‘^ Il 


(111-14) 


GM 3 GM ^ 


Pour intégrer cette équation, nous allons procéder par approxi¬ 
mations successives. 

Le second terme du deuxième membre est très petit par rapport 
au premier terme; leur rapport est 


3 /i 2 


— 3 


ds ; 


[d’après (109-14)], 


c’est trois fois le carré du rapport de la vitesse transversale de la 
planète à la vitesse de la lumière. Dans le système solaire 

est de l’ordre de io~^; nous pouvons donc d’abord négliger le 
terme en u- dans (i 11) et nous obtenons l’ancienne solution de la 
mécanique céleste newtonienne 

/ /N , / VT 

(ii2~i 4) .^_[n_ecos(cp —Tü)], 


e étant l’excentricité de l’orbite, et td la longitude du périhélie. 
Une seconde approximation s’obtient en substituant la valeur 

(i 12) de U dans le terme U' de (i 11), de sorte que cette équa¬ 
tion (i 11) devient 


(ii3-i4) 


d^ U 


-h a = 


GM 

c2 


■h 


+ 


3 G 3 M 3 

3G3M3«2 


6 G 3 M 3 

■ ■.■ ^ ■■ .- .■■,ecos(cp —ro) 
[l -\r COS 2(cp — -Gj)]. 
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«un effet appréciable est le terme en cos(cp —üj) parce qu’il cons¬ 
titue une solution de l’équation sans second membre (effet de 
résonance). On sait qu’une intégrale particulière de l’équation 


est 


d~ U 


U =3A cos 9 


Wi = “ sincp, 


il en résulte pour u un terme 

— Tü) 


qui vient s’ajouter au terme (i 12), de sorte que, finalement, on 
obtient une seconde approximation 

GM r , . 3G2M2 . , J 

“ = g cos(9 ~ Ig j -H . ey sm(cp ct)J 

'3^2 [ï“+* «cos(9 —w —8T3y)], 


en posant Suü = ^^. 0 et négligeant (ôtü)^. 

La planète décrit une courbe non fermée, mais voisine d’une 
ellipse dont le périhélie avance proportionnellement à cp, c’est-à- 

Stu 

dire tourne pendant une période d’une fraction de tour — > 


(ii 4 -i 4 ) 


^ _ 3 G2 M2 
cp ’ 


A- se calcule aisément d’après (109) en remplaçant k -— i par sa 
valeur — négligeant le terme en et remarquant que lors- 
que le rayon vecteur coïncide avec le grand axe on a -:7:=: o. On 


ds ' 


trouve 


k^= — a(x. 


•e“); 


remplaçant dans (i i4)? la rotation du périhélie, exprimée en frac¬ 
tion de tour par période, est 
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Le périhélie des planètes doit donc, du fait de l’écart à la loi de 
Newton, posséder un lent mouvement de rotation. Le calcul nu¬ 
mérique, par application de la formule qui vient d'être établie,, 
montre que pour les planètes autres que Mercure, l’écart entre 
les prévisions conformes à la loi de Newton et celles qui résultent 
de la loi d’Einstein, est de l’ordre des erreurs d’observation. 

Par contre, pour Mercure, en donnant aux constantes les va¬ 
leurs connues 

= 47-105 (M masse du Soleil), a=5,85.ioi*, 6 = o,t 2 T, 

et prenant 88 jours pour la durée de révolution, on obtient 
d’après la formule une rotation de 4 ^' ? 9 p^i' siècle. 

Depuis que Leverrier a établi la théorie de Mercure, en tenant 
compte des perturbations dues aux autres planètes, à Vénus en 
particulier, le désaccord entre les prévisions de la mécanique 
newtonienne et les observations est, aux erreurs d’observation 
près, précisément 43 " par siècle. On n’avait pas réussi à expliquer 
cet écart. 

La nouvelle mécanique céleste fondée sur l’emploi de la loi 
d’Einstein et sur la loi d’inertie 3 J*ds = o se développe actuel¬ 
lement, en particulier en ce qui concerne la théorie de la Lune. 


94. Seconde vérification de la loi d^Einstein. 

La déviation des rayons lumineux. 

La ligne d’Univers d’un rayon lumineux est une géodésique de 
longueur nulle. Faisant.c /5 = o dans l’équation (98-14) nous ob¬ 
tenons pour le mouvement dans le plan ^ - 


(116-14) 



I® Propagation radiale- — On a rfç o, donc 


È: 

dt 



c I- 


2GM\ 
cV ) ‘ 


La vitesse, dans le système de coordonnées choisi, diminue à 


mpcnrf» miA Vnndp «p rftnnrnrhp dn r.Ant.re mii nrndnit. 1 a rhamn. 
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de gravitation : il y a en réalité répulsion de la lumière par ce 
centre : il est donc, au fond, inexact de qualifier le centre matériel 
de « masse attirante ». La matière est un centre de déformation 
de FEspace-Temps et TefFet produit sur un mobile nous apparaît^ 
selon la grandeur et l’orientation de la vitesse, soit sous Faspect 
d’une attraction, soit sous l’aspect d’une répulsion. 

Propagation transversale. — On a 
dr = o, 

La vitesse de la lumière n’est donc pas la même que dans le cas 
d’une propagation radiale. 

Il est essentiel de remarquer que ces vitesses radiale et trans¬ 
versale sont définies à l’aide des coordonnées que nous avons 
choisies. Il n’en reste pas moins vrai que, localement, un observa¬ 
teur en chute libre placé en un point quelconque du champ de 
gravitation, faisant avec des règles et des horloges la mesure de la 
vitesse de la lumière dans son voisinage immédiat, confondrait 
FUnivers réel avec l’Univers euclidien tangent et trouverait tou¬ 
jours dans toutes les directions une vitesse égale à la constante 
universelle c. Les résultats qui précèdent sont valables seulement 
pour celui qui observe l’ensemble du champ de gravitation en 
utilisant les coordonnées que nous avons employées et en mesu¬ 
rant les vitesses à l’aide de ces coordonnées. Si le centre matériel 
est le Soleil, ces coordonnées, qui deviennent à distance infinie 
des coordonnées polaires euclidiennes, seront celles qu’utilisera un 
observateur terrestre prenant le Soleil comme corps de référence 
(nos formules s’appliquent dans un champ statique et l’origine 
des coordonnées est le centre matériel), puisque cet observateur 
est dans une région où le champ de gravitation est faible compa¬ 
rativement au champ dans le voisinage du Soleil, et où FUnivers 
dilFère excessivement peu d’un Espace-Temps euclidien. 

La déviation d’un rayon lumineux dans le champ de gravitation 
se conçoit aisément. Soit un rayon passant dans le voisinage du 
Soleil, et considérons le front de Fonde : les parties les plus rap¬ 
prochées du Soleil se propageant moins vite que les parties plus- 
éloignées, le front d’onde pivote, et la direction de propagation 
est déviée. Eddington a comparé ce phénomène au pivotement du 
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ont des vagues de la mer, lorsque celles-ci arrivent obliquement 
ir le rivage et que les parties les plus voisines de la rive sont 
ilenties. 

Avant d’aborder la théorie, considérons de nouveau Texpres- 
on de <^5- (98-14)* L’efFet de gravitation sur un mobile est 
§terminé par deux termes, celui en rfr et celui en C’est ce 
3 rnier terme qui détermine la gravitation newtonienne (note du 
^ 89 ), et comme nous l’avons déjà fait remarquer, pour une masse 
atérielle toujours animée d’une faible vitesse, c’est presque 
liquement l’effet de ce terme qui se manifeste, parce que cdt est 
ès grand vis-à-vis de dr ; en d’autres termes, le caractère non 
iclidien de l’espace considéré indépendamment du temps (ioo-ï4 ) 
a que peu d’influence (^ ). Mais, pour la lumière, les deux termes 
it même importance et nous devons nous attendre à un résultat 
ès différent de celui qu’on obtiendrait en calculant le poids de la 
iniière d’après la loi de Newton. Nous allons effectivement 
ouver une déviation double de celle que donnerait la loi newto- 
enne. 

Soit Ca la vitesse de la lumière dans une direction faisant un 
igle oc avec le rayon vecteur; d’après (i i6-i4) on a 

I7--I4) câcos^a H-sin* = c^Y* 


Pour ne pas avoir une vitesse variable avec la direction, chan- 
îons de coordonnée en posant 


18--14) 


r = 7', -4- ■ 


GM 


î qui revient, dans le cas du Soleil, à diminuer les distances r de 
quantité insignifiante 47* Nous obtenons, én négli- 

îant le carré de » 

C2 Tj 

' J 2Gm\ /i 

r2=rîH-::— = sensiblement• 

\ Y 


2 

Il produit cependant les j du déplacement du périhélie de Mercure. Si l'on 
pprimait le coefficient - de ce qui reviendrait à adopter l’ancienne théorie 
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L’équation (i i 6 -i 4 ) peut alors s’écrire 




et la vitesse, avec ces coordonnées est la même dans toutes les 
directions 


(iI9~i4) Ci=:C‘Y = C 


9. GM 
c* r 


= sensibl. c 


I 9GM\ 


Mais cette vitesse dépend de la distance r<. Le trajet du rayon, 
lumineux est déterminé par la condition de temps minimum 
(condition de Fermât) : tout se passe comme si l’espace était eu¬ 
clidien et rempli d’une matière ayant un indice de réfraction 


(ï20-14) 


_ ^ _ 2GM 

Cl 


La trajectoire du rayon lumineux, dans un milieu réparti en 
couches concentriques, satisfait à la condition 


(I2I-i4) 


np = const., 


P étant la distance du centre à la tangente. 

D’autre part, d’après (120-14), nous avons approximativement 


(122-14) 


= ï 4- 


4 GM 

TVi’ 


(j2i) et (122) sont l’intégrale des aires et Fintégrale de l’énergie- 
dans le mouvement, suivant la loi de Newton, d’une particule der 

c . , TIM- 

Vitesse 9 attirée par une masse 2M. 

L’orbite est une hyperbole dont le demi-axe est 


(i23-i4) 


a 


2GM, 

’ N 


cette hyperbole est la trajectoire de la lumière. 

Si la distance du sommet au foyer est R, nous avons 

a{e — i) = R, 

et par suite, en tenant compte de (128-14), 

c2R ^ c2R 

c = n-TTrr ou seiisiblement 

2 GM 2 GM 
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L’angle très petit des asymptotes est 

2 2 

■■ . ■ . - ■ ■ ou — ou 

s/e'^ — I ^ 


4 GM 


Pour un rayon venant de très loin, ( — oo) et parvenu à grande 
distance du centre (H-oo) après être passé à la distance mini¬ 
mum R de ce centre, la déviation totale est donnée précisément par 
l’angle des asymptotes, elle est égale à ^ 


(124 i 4 ) 


a 


4GM 


Cette déviation est double de celle qu’on calculerait par la loi de 
Newton pour une particule de vitesse initiale c attirée par la 
masse M. 

Pour un rayon passant tangentiellement au bord du Soleil, on a 


par suite 


R = rayon du Soleil = 697000 kilomètres; 

a = I , 74 * 


La déviation de la lumière constitue Vexperimentum crucis 
permettant de décider entre la loi d’Einstein et celle de Newton. 
Si une étoile, vue près des bords du Soleil, est déviée vers l’exté¬ 
rieur du Soleil, de 1^,74 à partir de sa position normale sur la 
sphère céleste, la théorie de Newton doit certainement être aban¬ 
donnée, et le résultat est favorable à la théorie d’Einstein. 

Les astronomes de Greenwich et d’Oxford ont vérifié l’exacti¬ 
tude du résultat d’Einstein, en profitant de l’éclipse totale de 
Soleil du 19 mal 1919* 

La zone de tôtalité traversait l’Atlantique au voisinage de 
l’équateur, commençant au Brésil et finissant en Afrique. Les 
conditions étaient favorables, plusieurs étoiles brillantes devant 
être vues au voisinage du disque solaire pendant l’éclipse. 

Une première expédition (Grommelin et Davidson) se rendit à 
Sobral, au Brésil, et prit une dizaine de photographies pendant 
les 5 minutes que dura la totalité de l’éclipse.. Deux [mois après, la 

.«A V .1 /In /.kî/sl 1 xricîKlo 1 Cl nnil' p.! fut n n nt A orr*an ni A A airAA 
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i|i 


CHAPITRE XIV. — THÉORIE DE LA GRAVITATION ET DYNAMIQUE. 289 

cernent moyen fut ramené au bord du Soleil [déplacement propor¬ 
tionnel à R d’après la formule (124-1 4 ) et trouvé égal à 

L’autre expédition (Eddington et Cottingham), installée dans 
l’ile du Prince (golfe de Guinée) a trouvé une moyenne de i", 6 o. 

La moyenne des deux résultats i", 79 concorde remarquablement 
avec la valeur prévue par la loi d’Einstein. L’accord existe, non 
seulement en moyenne, mais dans les déplacements individuels 
des diverses étoiles : ces déplacements varient bien en raison 
inverse de la disiance au centre du Soleil. 

La déviation observée ne peut d’ailleurs pas être attribuée à une 
atmosphère ou à de la matière cosmique entourant le Soleil et 
s’étendant jusqu’aux distances pour lesquelles les mesures ont été 
faites. Le calcul Indique, en effet, que le pouvoir absorbant et la 
densité d’une telle atmosphère seraient assez grands pour affaiblir 
notablement, par absorption et par diffusion de la lumière, l’éclat 

Fig. 17. 


E 



Observsfeur 

des étoiles; d’autre part des comètes ont été suivies dans ces 
régions et n’ont manifesté aucun ralentissement 

La figure ci-dessus fait comprendre que la déviation a d’un 
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rayon lumineux ne peut être appréciable que si là lumière vient 
d’une source E extrêmement éloignée de l’astre S qui produit le 
champ de gravitation. Si la source était en A, elle serait vue dans 
une direction pratiquement confondue avec sa direction réelle;, 
tel serait le cas pour une étoile double A — S. 


95, Un champ de gravitation ralentit le cours du temps. 


Soient deux événements infiniment voisins se produisant au même 
point du champ de gravitation d’un centre matériel, c’est-à-dire 
tels que d!/’= o, = o, r/<p = o. La formule (i 5 ) se réduit à 



aCxM 

c'^r 


dt. 


Nous avons vu (n® 91 ) que t est le « temps » à une distance très 
grande (théoriquement infinie) du centre gravifique; dt est donc 
l’intervalle de temps mesuré, entre les deux événements considérés,, 
par un observateur lié au centre matériel, mais situé très loin de 
ce centre, pratiquement en dehors du champ de gravitation. 

Mais d’autre part l’intervalle de temps propre entre ces deux 
événements, c’est-à-dire l’intervalle qui serait mesuré par une 
horloge placée au point du champ où ils se sont produits tous 
deux est 



c 



2 GM 
c-r 


dt, 


4 'z est plus petit que dt. 

Soient alors deux horloges identiques A et B placées à côté 
l’une de l’autre, en un point très éloigné du centre matériel, et 
marquant la même heure. Elles mesurent toutes deux le temps t. 
Transportons l’horloge A en un point où le champ est plus intense, 


à la distance r du centre; cette horloge va mesurer le temps Jd'z, 
plus court que dt'^ elle va donc marcher plus lentement, et si on 
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98. Troisième vérificatioii de la loi d’Einstein. 

Le déplacement des raies du spectre solaire. 

Le ralentissement du temps par l’effet de la gravitation est 
susceptible d’une vérification expérimentale si l’on admet, ce qui 
paraît bien probable, que l’intervalle de ligne d’Univers d’une 
source lumineuse, entre deux phases égales de l’émission, peut être 
considéré comme invariable (’); en d’autres termes qu’une source 
kimlneuse est une horloge naturelle donnant une mesure invariante 
de l’intervalle os. 

Si celte hypothèse est exacte, une source lumineuse sur le 
Soleil permet la comparaison du temps solaire et du temps ter¬ 
restre. 

Soit Ss l’intervalle, indépendant du champ de gravitation, entre 
deux phases égales de l’émission. Si la source est sur le Soleil, 
l’observateur terrestre qu’on peut considérer comme étant dans un 
champ de gravitation négligeable mesure entre deux émissions 
consécutives‘un temps 



R étant le rayon du Soleil. 

Pour l’observateur terrestre, la période de la soui'ce solaire 
est S^, alors que la période propre qu’il mesure en observant la 
même source sur la Terre est ot. o/: étant plus grand que St, les 
raies du spectre solaire doivent nous paraître légèrement déplacées 
vers le rouge. 

La confirmation expérimentale a été donnée par À. Pérot (-). 
La vérification était difficile, car les raies spectrales sont modifiées 


(^) Ceci ne doit cependant pas être rigoureux. D’après la théorie de Weyl 
(Chap. XVII), les dimensions d’un atome dépendent des champs électromagné¬ 
tiques que cet atome a antérieurement subis; il se peut donc qu’un atome de 
matière solaire et l’atome du même corps pris sur la Terre, amenés à côté l’un 
de l’autre, ne soient pas rigoureusement identiques; mais l’écart doit être beau¬ 
coup trop faible pour qu’il y ait lieu de l’envisager. 

( 2 ) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences^ 26 avril, 26 ju^illet 1920, 
7 mars 1021. 



a4‘i DEUXIÈME PARTIE. —■ LA RELATIVITE GÉNÉRALISÉE. 

par la pression et par Feffet Doppler dû, non seulement au 
mouvement relatif de la Terre et du Soleil (dont on tient compte 
aisément), mais au mouvement des vapeurs dans Tatmosphère 
solaire. 

Par une méthode interférenlielle (étalons de Pérot et Fabry), 
A. Pérot a d’abord étudié, au laboratoire, l’influence de la pression 
sur des raies (têtes de bandes du cyanogène) jusqu’alors consi¬ 
dérées comme insensibles à la pression. 11 a reconnu que ces raies 
ont une longueur d’onde légèrement plus grande lorsque la source 
est dans le vide. L’observation de la raie (tète de bande) 
4197 angstroms du cyanogène a été faite, par la même méthode 
interférentielle, dans le spectre d’absorption de l’atmosphère 
solaire ; la région absorbante est, d’après ce qu’on sait actuel¬ 
lement de la constitution du Soleil, dans les régions hautes de 
cette atmosphère, régions où la pression est faible. La longueur 
d’onde solaire a été comparée à la longueur d’onde terrestre à 
basse pression. Après correction de l’effet du mouvement relatif 
de la Terre, la longueur d’onde solaire est plus grande que la 
longueur d’onde terrestre ; leur différence est 0,009 angstrüm. 
En faisant la collection du mouvement de chute des centres 
absorbants, on obtient 0,007. 

Le nombre d’Einstein est compris entre le nombre brut et le 
nombre corrigé. 

Dans un travail plus récent, Pérot a -comparé la longueur 
d’onde de la raie bx du magnésium dans l’atmosphère solaire à lu 
longueur d’onde de cette même raie au laboratoire. La raie et 
la raie ne subissant pas la même variation de longueur d’onde 
sous l’influence de la pression, le rapport de leurs longueurs 
d’onde permet de mesurer la pression : les mesures ont prouvé que 
sur le Soleil, dans la couche d’absorption des raies la pression 
est pratiquement nulle. On peut donc comparer la longueur 
d’onde de bx solaire à la longueur d’onde de bx terrestre à très 
basse pression; la différence obtenue après correction de l’effet 
Doppler est, dans les limites d’approximation des mesures, celle 
qui résulte de la formule d’Einstein. 

Enfin Buisson et Fabry, qui ont mesuré les longueurs d’onde de 
nombreuses raies du fer, ont obtenu les résultats suivants : 
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moyen des raies solaires par rapport aux positions des raies de 
l’arc au fer dans le vide, est 0,0076; la théorie prévoit 0,0089. 

Pour 10 raies entre 5 100 et 55 oo angstroms, le déplacement 
observé est 0,0127; chiffre théorique est 0,0111. 

La concordance est parfaite, les différences entre les déplace¬ 
ments mesurés et les déplacements calculés étant du même ordre 
de grandeur que rincertitude des mesures. Les écarts observés 
s’interprètent donc entièrement en admettant : 

Que la pression dans la couche renversante est faible et par 
suite que l’effet de pression est négligeable, ainsi qu’il résulte des 
observations de Pérot pour les raies du magnésium; 

2” Que l’effet Einstein est la seule cause des écarts observés, 
après avoir, bien entendu, tenu compte de l’effet Doppler. 

La loi de la gravitation a donc reçu de remarquables confirma¬ 
tions dans deux domaines différents : mouvement d’un mobile 
(astre ou onde lumineuse); influence d’un champ de gravitation 
sur le cours du temps, 

97. Retour sur rexpérience de Sagnac. 

Pour répondre à une Note ( ‘ ) quelque peu empreinte de scep¬ 
ticisme, P. Langevin (') a récemment établi que la théorie de 
la relativité généralisée fournit l’interpi'étatlon la plus simple de 
l’expérience de Sagnac (n® 32 ). 

Reprenons l’expression de ds^ établie au n® 60 et négligeons le 
terme du second ordre en coR (co), vitesse de rotation; R, dis¬ 
tance d’un point du disque au centre), c’est-a-dire négligeons le 
terme du second ordre en y étant la vitesse linéaire du point du 
disque, 

ds^ = — dl--hdxl — 2.W dxi^(Xidx^ — x-^dxi),' 
dp- = dx\ -H dx\ H- dx\. 

Pour un rayon lumineux, nous avons ds^=: o, 

dx'i —2 0) dx^i^xx dxi — x>t dxi ) — dP = o. 


(^) E. Picard, Comptes rendus Acad, Sc., 24 octobre 1021. 
( 2 ) P. Langevin, Ibid., 7 novembre 1921. 
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Au premier ordre, Xi , iUo? ^3 peuvent être considérées comme les 
coordonnées d^espace pour un observateur lié à la plate-forme 
tournante; (Xidx^ — x^d.x^) est le double de la surface d^ du 
triangle ayant pour sommet Forigine des coordonnées et pour base 
la projection sur le plan des X\ Xo de Félément du rayon de lumière 

vu par les observateurs liés à la plate-forme ; ^ = dt est le temps 

mesuré par un observateur du système galiléen dans lequel le 
disque est en rotation. 

Au degré d’approximation admis, Féquation précédente s’écrit 



c 



c 


Intégrant le long d’un contour fermé, nous obtenons 



S est Faire du contour projeté sur un plan normal à Faxe de rota¬ 
tion. Pour le rayon qui suit le même contour en sens inverse,. 
Faire est de signe contraire et nous obtenons 


D’où la différence 
h—■ t-2 

ce qui est précisément le résultat de Sagnac. 

L’expérience de Sagnac mesure l’influence sur la propagation de 
la lumière des potentiels et «04? qui seuls sont modifiés aa 
premiei' ordre par la rotation. Langevin fait remarquer que les 
effets de la force centrifuge composée sont déterminés par les 
mêmes potentiels et sont du premier ordre, alors que les effets de 
force centrifuge statique, correspondant à ^44, sont du second 
ordre. 

L expérience de Sagnac, du premieï* ordre, expliquée qualitati¬ 
vement et quantitativement dans toutes les théories, ne témoigne 
d’ailleurs ni pour ni contre aucune d’entre elles. 


4 = — 


l 2 w S 


/ • 1 . X 

- (vitesse de rotation cto). 
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98. Généralisation des équations de Maxwell-Lorentz. 

, Les équations fondamentales du champ électromagnétique 
peuvent être considérées comme établies dans un Univers eucli- 
di(‘n (le champ de gravitation de la Terre étant faible), et elles 
ont été vérifiées expérimenlalement par des mesures d’une extrême 
précision. Nous admettrons l’ex^aclitude rigoureuse de ces lois 
dans un Espace-Temps euclidien; partant de leur expression 
connue en coordonnées galiléennes, nous nous proposons de les 
exprimer, toujours dans un Univers euclidien, en coordonnées 
arl)itraires, c’est-à-dire nous cherchons à les généraliser en 
introduisant un champ de force ou champ de gravitation géo/né- 
trique. 

D’après le principe d’équivalence, le résultat que nous obtien¬ 
drons sera encore exact dans un champ de gravitation permanent, 
c’est-à-dire dans l’Univers réel non euclidien. 

Dans la théorie ordinaire, on conî^idère un potentiel vecteur 
Gi, G2, G3 (unités électromagnétiques),-et un potentiel scalaire 
(unités (d e c l r o s l a l i qu e s ). 

Soient X, Y, Z les composantes de la force électrique (unités 
électrostatiques) et L, M, N les composantes de l’induction magné¬ 
tique au point d’espace jk, ^ (coordonnées galiléennes). On a, 
comme on le sait, 

I dGx . 

dx cdt^ ~ ôy dz ^ 

£ àG2 ' _ <^Gi _ ç^Gs 

ây c àt ^ • ~~ àz dx ’ 

^ ^ dG2 àGx 

àzcàt^ ôx ây 

En vue de la généralisation, posons 
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Les équations (t-ï 5 ) s'écrivent, avec cette notation, 

6)04 (?Cp2 ()o-i 

dx>^ ()xx ^ ” dxz àx^ ’ 

<?(p2 <^'f 4 

àx!^ dx2 ’ " àXi dx-i 

^ _ 6?cpi 

f>:r4 àxz dX2 àxi 

Ecrivons maintenant les équations de Maxwell-Lorentz. L’unité de 
charge étant choisie de manière que le facteur 4 disparaisse 
(système d’Heaviside-Lorentz), soient w, p, iv les composantes de 
la densité de courant (unités électromagnétiques) et P la densilé 
de charge (unités électrostatiques). Les équations bien connues 
sont les suivantes : 



cdt ày d.z ’ c ât ^ ^ dy à s 


Div (L, M, N) = O, ■ Drv (X, Y, Z) = P, 
c’est-cà-dire, avec notre notation (^), 


( 5 -i 5 ) 


! — dY 

I OX;, âX2 dxz ~ ^ ’ 

dM ^ àX àZ 

dx}, dxz ôxi 

dN dY dX 

d;a?4 dxi àxz 

ÉL ^ ^ _ 

âxi àx2 ôxz ~~ 

dX ^ dN dM _ _ 

dxi, ()x2 àxz ^ 

— dN _ 

dxi, dxz àxi ^ 

dZ dM dL _ 

d^4 âxi dx2 

dX dY . dZ 

--1—^-j_ ^— _ P 

0 X 1 0 X 2 OXz 



(*) Dans un champ statique la quatrième des équations, f 5 -i 5 'i sVcrit 
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Soient maintenant, d’une façon générale, cpjj^ les composantes 
d’un quadrivecteur covariant (arbitraire pour le moment); nous 
pouvons former sa dérivée covariante 

cpp (coordonnées quelconques). 



cpp étant un tenseur covai'iant, les expressions 
— — — — «P(Av— Fixv 


sont les composantes d’un nouveau tenseur covariant du second 
ordre. 

Ce tenseur Fp; syiyiétrique gauche^ car on a F|j,v= — Fy^,. 
D’après la formaiion de.Fjj.v, on a les identités 


(7-i5) 


(){< 


{XV 


dFyqr 


dF 


(T{X ^ 


àx<j ()x^ àxy 

Donnons à pi, v, <j les valeurs suivantes : 

2 , 3, 4, I 


(8-1.5) 


V 

3 , 4 , 

. 

2 

a 

4 , I, 


3 , 

uatre identités 



1 dFaa 

àFs, ^ 

dF42 


i àxi, 


dû!} 

— 0, 

\ 

àFu 

àFn 


J 

àXi 


— 


àF^o 

dFav 

= et 

1 à,T2 

l 

f)Xx 


f dFis 

dF23 

àPii 


1 àû73 



™ O. 


Le tenseur 
santés milles, 
près. Posons 

( 9 -^ 5 ) 


Fjxvj étant symétrique gauche, a quatre compo- 
et n’a que six composantes distinctes, au signe 


Fi 4 =: — ^41 = X, 

1 

II 

« 

•F«=L, 

II 

1 

II 

Pn=- 

11 

F34 = — F43 = Z, 

Fiî = - 

.F,,= N, 

Fil = F22= F33 

1^ 

11 

0. 


Les premiers membres des identités ( 8 -i 5 ) sont précisément les 
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plus, les composantes du champ électrique et les composantes de 
Finduction magnétique sont formées à partir du potentiel vecteur 
(changé de signe) et du potentiel scalaire ( 3 -i 5 ) comme les com¬ 
posantes du tenseur Fj^ysont formées à partir du quadrivecleur cpjj,, 
d’après ( 6 -i 5 ). 

Nous pouvons donc donner F interprétation suivante du premier 
groupe ( 4 ~i 5 ) des équations de Maxwell : les composantes de Fin¬ 
duction électrique et les composantes du champ magnétique cons¬ 
tituent un tenseur symétrique gauche F^v thi second ordre, formé 
lui-même à partir d’un quadrivecteur potentiel dont les com¬ 
posantes d’espace (changées de signe) sont les composantes du 
potentiel vecteur (en unités électromagnétiques) et dont la com¬ 
posante de'temps'est le potentiel scalaire (en unités électrosta¬ 
tiques) de la théorie ordinaire. Le potentiel est un quadrivecteur 
co variant. 

En coordonnées galiléennes, le tenseur covariant du cliamp 
électromagnétique est le suivant, d’après (9-1 5 ) : 


(io-i 5 ) 


F[j,v= O N — M X 

-—No L Y 

I M — L O Z 

__X —Y —Z O 


Comme vérification, si Fon passe d’un système galiléen S à un 
autre système galiléen et si Fon transforme les conqiosantes du 
tableau (io-i 5 ) suivant la loi de transformation des composantes 
d’un tenseur covariant, on trouve précisément les forces élec¬ 
triques et magnétiques du système S'telles qu’on les obtient ])ar 
les formules de transformation de la relativité restreinte. I^e 
tableau (ïo-i 5 ) est donc bien un tenseur. 

Le tenseur contrevariant associé 


va nous permettre d’exprimer le second groupe d’équaü’ons de 
Maxwell. Ce tenseur est, en coordonnées galiléennes^ 
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Le second groupe de Maxwell ( 5 -i 5 ) s’écrit maintenant 


/ 

-1 

dFl3 


1 diî?2 



àxi, 


_j_ 

dF23 

dF24 

-1-^ _ 

I âxx 


àxz 

dX:, 


1 

dF32 

■ àFn 

dxi 

—j— 

àx^ 

àxi 

dF^i 


dF^s 

dF43 

dxi 

-H 

dx^ 

àXi 


Les premiers membres des quatre équations '(i2-i5), qui se 
résument sous la forme abrégée 

constituent les quatre composantes d’un quadrivecteur contre- 
variant, car est la forme dégénérée en coordonnées gali- 

léennes de la divergence qui est un quadrivecteur contreva- 
riant. Par conséquent les seconds membres c, op, P des 
équations (i2-i5) sont les composantes d’un quadrivecteur 
contrevariant, le quadrivecteur « courant », dont les compo¬ 
santes d’espace constituent le courant de convection (unités 
électromagnétiques) et dont la composante de temps est la densité 
de charge (unités électrostatiques). Nous pouvons donc poser 

U3 -13) = Jl, P = J2^ (P r= .]8, P = J*. 


On peut d’ailleurs voir directement que les sont les compo¬ 
santes d’un quadrivecteur contrevariant; on a, en effet, 


(i4-i:v) 


P, CP, P) = P 


i dx 
c dt ’ 


1 dy i dz dt\ 
c dt^ c dt^ dt] 


^fdxx dx^ dxz 
\ dxi, ’ dx}^ ’ dxif. ’ dx!^. J 
P ds fdœ^ dxt dx% dxï, \ 
dxi^ \ ds ^ ds ^ ds ^ ds J 


P ^ est la charge totale par unité de volume propre^ car = a 
est la contraction de volume. Or la charge du volume propre est 
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forment comme les dx^ et constituent par suite un quadrivecteur 
contre variant ( ^ ). 

En résumé les équations de Maxwell s’écrivent : 


(15-15) 


Premier groupe (4-i5), (6~i5), (8~i5). 

dXrj dx^j 

OU 

_ dov 

âxsj (Jxy^ 



Jusqu’à présent, nous avons des coordonnées galiléennes. f[ 
s^agit de troiwer les relations générales valables dans un sys¬ 
tème de coordonnées arbitraires et se réduisant aux précéchmtes 
pour un système galiléen. La généralisation est immédiate; 
l’équation (i 5 -t 5 ) est covariante : elle subsiste dans tous les sys¬ 
tèmes; quant à l’équation (i6-ï5), c’est la forme dégénérée 
de F!^'^= il suffit, pour avoir la relation tensorielle générale, 
de remplacer par la divergence 

Les équations générales de Vélectromagnétisme sont donc 
les suivantes : 


(i 7 -ï 5 ) 


„ _ écpjj, 

()x^ ÔXy^ 

F^J'" = J P- 


cpj;. étant le quadrivecteur potentiel et J^ le quadrivecteur densllé 
de courant-densité de charge. 

Telle est la généralisation des équations de Maxwell-Lorenlz. 

Ces équations sont valables dans un champ de gravitation per¬ 
manent (Univers non euclidien) parce que les conditions d’appli¬ 
cation du principe d’équivalence (n® 77 ) sont remplies. 
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La divergence se simplifie à cause du caractère symétrique 
iche de on a, d’après ( 6 o-i 3 ), en introduisant les densités 
Lsorielles, 


■> 15 ) 


= ^ = fl 


99. La loi de conservation de rélectricité. 

De l’équation précédente nous tirons 

-1 5 ) _ Q " • 

r étant symétrique gauche, j- - = o. D’après ( 55 -j 3 ), il 
mite de là 

►-i 5 ) j|î = o. . 

L coordonnées galiléennes y^ cette équation s’écrit 

-, àii dv àfv T àP 

— l 5 ) ^ ^ _) 

ox dy ôz c dt 

mblable à l’équation de continuité de l’hydrodynamique (6 o-i4)t 
e est l’expression de la loi de conservation de l’électricité. 


100. La force électrodynamique. 

Supposons un espace-temps euclidien et adoptons des coor- 
nnées galiléennes. Dans le champ électromagnétique X, Y, Z; 

M, N, les composantes Ki, K2, K3 de la force mécanique qui 
xerce sur l’unité de volume contenant charges et courants sont 
nnées par les formules de la théorie habituelle (formules qui 
nt rigoureuses ainsi que nous l’avons monti'é en relativité res- 
ïinte) : 

( Ki = XP-i-Np —Mw, 
i-i5) <K2=YP-i-L(v — N w, 

( K3 = ZP 
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•de temps est 


dt 


X -h Y CP H- Z CW. 


Désignons par ce travail changé de signe et divisé par c 

■(•23-15) K4 = —= —Xm—Y o-Z»-. 

dxu, 

D’après la définition du tenseur Fp^v (io-i 5 ) et celle du quadri- 
vecteur (i 3 -i 5 ), les équations (22-i5) et (sS-io) se résument 
.ainsi : 

( ‘24-15 ) ■ • = Fp.v = Fp.v F^, 

ce qui prouve que les Kp, forment un quadrivecteur covariant; les 
composantes d’espace de ce quadrivecteur sont les composantes 
de la force mécanique s’exerçant sur l’unité de volume, ou, ce qui 
revient au même, les composantes du gain de quantité de mouve¬ 
ment pour l’unité de volume de la matière; la composante de temps 
(coordonnée 0^4 = est la perte d’énergie (divisée par c). En 
coordonnées galiléennes, on doit donc écrire 

(25-15) = 

Tp, étant le tenseur matériel ( 45 -i 4 ) dont les composantes ont les 
dimensions physiques d’une densité matérielle. 

La généralisation en coordonnées quelconques, et pour un 
espace-temps de structure quelconque, est nécessairement 

'( ., 6 _i5) - T^a = Kp, = Fp.v J" = Fp.v Fr. 


Si la loi de conservation de l’impulsion-énergie s’étend aux phé¬ 
nomènes électromagnétiques, il doit exister un tenseur d’énergie 
électromagnétique E“ dont la variation compense la variation du 
tenseur matériel, c’es*t-à-dire qu’on ait 

< 27 -i 5 ) E^a-+-TjEa=0, 


OU 
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101. Le tenseur d^énergie électromagnétique. 

Il existe effectivement un tel tenseur; il est donné par les 
expressions 

( 9 . 9 - 15 ) . 

Nous allons vérifier que l’équation .(28-1 5 ) est bien satisfaite. 
Prenons la divergence des deux membres, en observant que est 
une constante (o ou i), 

C"- E^^ = - F(.a F?“ - F<r« F^aa -H ^ Fafi -t- F«fi Fap,0 • 

Les deux derniers termes sont égaux, de sorte que nous pouvons 
écrire ‘ 

F^.àF?’- F<f«F,iacr-l- l FapFicpp,; 

or F'^'^F^aa peut s’écrire Fo^PF^xap ou aussi F“PFpj;,a; on a donc 

c2E^^= F^«Fr+ i (F“PFt.«p-+-F«?Fpi.a-H F«PF„p,,). 

L’expression entre parenthèses est nulle^ car d’après la loi de 
formation des dérivées covariantes à trois indices ( 38 --i 3 ) on 
constate que les termes contenant les symboles de Christôffel se 
détruisent mutuellement; l’expression se réduit alors à 

expression qui est nulle d’après (i 5 ~ï 5 ). 

Finalement , 

C»E?:cr=f>aFr, 

ce qui est bien l’équation (28-16). 

En coordonnées galiléennes^ le tenseur d’énergie électroma¬ 
gnétique groupe toutes les grandeurs qui interviennent dans la 
théorie ancienne : 
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est la densité d’énergie du champ électromagnétique, expression 
bien connue (^). 

2® Les composantes El= — multipliées par 
YN—ZM, ZL~XN, XM —YL, 

sont les composantes du vecteur de Poyntlng (quantité de mouve- 
ment électromagnétique). 

3 "^ Le tenseur réduit aux neuf composantes d’espace (suppression 
de la dernière ligne et de la dernière colonne) est le tenseur de 
Maxwell (tensions électromagnétiques). 

Contractons en faisant g- = ia, nous obtenons un scalaire nul 

(3o-i5) ^ = ^ (- ^ O- 


102. Loi générale de la gravitation en présence 
de matière et d^énergie électromagnétique. 

L’expression la plus générale, de la Im de conservation 
est (27-1 5 ) 

Y* ~ O. 

Lorsque = i, elle s’écrit 


) = O. 


Matière. Champ Champ 

élcctroinHgnétique. de gravitation. 


En l’absence de matière, on aE^^=o, c’est-à-dire qu’en un 
point d’Univers où il n’y a que de l’énergie libre, on obtient, Ej^.v 
étant symétrique. 


( 3 i-i 5 ) 

et si y/ — g = 1 
( 32 -i 5 ) 


àC^ \ |Aa ( 




2 dCPn 


I fxa ) p,a _ I . 


(^) Ne pas oublier que nous avons choisi les unités de façon à faire disparaître 
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semblables aux équations ( 63 -i 4 ) et ( 64 -ï 4 ) qui étaient relatives à 
la matière seule, ces équations expriment Finfluence énergétique 
du champ de gravitation sur l’énergie électromagnétique. 

Si, au point d’Univers con.sidéré, il y a présence de matière et 
d’énergie électromagnétique, le fait c[uela divergence de (Tji+E^) 
doit être nulle pour que la loi de conservation soit satisfaite 
conduit (comme à la page 9.01) à écrire cjue cette somme de ten¬ 
seurs doit être, à un facteur constant près, égale au tenseur con¬ 
servatif Rjl— et r on obtient la loi générale de la gravitation 

( 33 - 15 ) Ejl). 

Le tenseur d’énergie électromagnétique s’ajoute simplement au 
tenseur matériel. 

Mais l’energie électromagnétique présente une profonde diffé¬ 
rence avec la matière; elle ne contribue pas à modifier la courbure 
totale R, car l’invariant contracté E étant nul ( 3 o-i 5 ), la cour¬ 
bure R est toujours égale à xo^ ( 5 o-t 4 ); cette courbux'e totale est 
déterminée par la matière, et non par l’énergie libre. C’est là un 
résultat fondamental qui montre que la matière ne peut pas être 
formée uniquement à partir du tenseur Eji, ce tenseur ne contri¬ 
buant pas à la constitution de la densité matérielle. 



- CHAPITRE XVI. 

LE PRINCIPE D’ACTION STATIONNAIRE. 


Dans le Chapitre XIV, nous avons été conduits de deux façons 
différentes à la loi générale de la gravitation. Nous avons d’abord 
exposé les raisonnements qui ont conduit Einstein à la découverte 
de cette loi : le résultat est Pégalité entre un tenseur de courbure 
conservatif et le tenseur impulsion-énergie, ce qui a pour consé¬ 
quence évidente la conservation de rimpulsion-énergie. Nous 
avons montré ensuite que si Ton part du principe de conservation 
de rimpulsion-énergie, considéré a priori comme exact, on est 
conduit d^une façon intuitive et simple à écrire la loi d’Einstein. 

On peut se placer à un point de vue plus général et déduire la 
loi de conservation ainsi que la loi de la gravitation du principe 
d’Hamllton (principe d’action stationnaire) généralisé. 

Dans une région contenant de la matière, le produit de la densité 
par le volume est la masse, et la masse multipliée par c- est 
l’énergie; mais l’énergie ne fait intervenir que le volume tridimen¬ 
sionnel d’espace; on voit qu’une grandeur plus importante encore 
que l’énergie est celle qui fait Intervenir le quadrivolume 
d’Univers : c’est Vaclion^ produit d’une énergie par un temps. 
L’action est la grandeur fondamentale. 

Lorentz (^) et Hilbert (-), puis Einstein (^), ont réussi à pré¬ 
senter les équations générales de la théorie de la gravitation 
comme des conséquences d’un unique principe d’action station¬ 
naire. Nous donnerons un résumé de la méthode employée par 
Lorentz, puis nous exposerons le travail d’Einstein. 

(') H.-A. Lorentz, Versl. d. Akad. v. Wetensch. te Amsterdam, t. XXIIÏ, 
p. 1078; t. XXIV, p. 1889 et J759; t. XXV, p. 4158 . 

(^) Hilbert, Gôt. IVachr^, 1915 et 1917 . 
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103, Méthode de Lorentz et d’Hilbert. 


L’action considérée par Lorentz a une expression de la forme 


(r-16) 



((fcü = dxx dx<i dxz dxC) 


y/— g diù est un invariant (n® 68). 

H| est une fonction invariante se rapportant à la matière, 
dépendant explicitement des des et des dérivées des 

Ho est l’action de substance et H3 l’action de champ de l’élec¬ 
tricité. Ces fonctions invariantes dépendent des et de leurs 
dérivées, des cp^j (composantes du cjuadrivecteur potentiel électro¬ 
magnétique) et de leurs dérivées. 

Enfin, de même qu’il y a une action de champ de l’électricité, 
il existe une action de champ de la matière, représentée par le 
terme de gravitation H3; cet invariant dépend des et de leurs 
dérivées 




ê'aj = 


àxci àx^ ^ 


il dépend liiiéairement des les coefficients n’étant fonctions 
que des 

L’intégration est étendue à un domaine d’Univers quelconque y 
et l’on suppose que les fonctions ont des variations nulles aux 
limites de ce doniciine. 


[" Pour l’action matérielle J J" J^ll^ \/— gdix)^ Lorentz a 


ptus 


(2-16) y f P® ^ 

— cl dm I \/g^.v dx^dxy^. 

En particulier, si le domaine envisagé ne contient qu’une parti¬ 
cule de masse au repos ^o, l’action matérielle se réduit à 
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on a donc bien une « action » au sens mécanique du mot, c’eèt-à-dire 
le produit d’une énergie moC- par un temps ^temps propre J" 

2^ L’action de substance de l’électricité est représentée par le 
terme 

(3-l6) 

qui, en coordonnées galiléennes, est égal à 

— (— Gi U — G2 P — G3 (P - 4 - P ) 


(Gij G2, G3, composantes du potentiel vecteur; p, (P, compo¬ 
santes de la densité de courant de la théorie habituelle; (j/, poten¬ 
tiel scalaire; P, densité de charge). 

3 *^ Le terme d’action du champ éleclromagnctiqu(‘ est l’inva¬ 
riant 

(4-i6) 

égal, en coordonnées galiléennes, à 

- ri(L2H-M2+N!)— -(X2+ Y2-4-Z2)] . 

C I 2 2 J 


Nous devons remarquer que, dans un espace ne contenant que 
du rayonnement, l’action substantielle est iiulh^ : IL=o, car 
Ja=o, et H^=:o puisque la masse au repos de l’énergie rayon¬ 
nante est inexistante. C’est en ce fait que réside la plus grosse 
différenee entre matière et rayonnement, c’esi-à-dii'o (uitre énergie 
liée et énergie libre. 


4 *^ Enfin le terme de gravitation H/, est un invariant par rapport 
aux transformations de coordonnées admettant pour invariant 
fondamental la forme quadratique ds-:= Posons 


0C4 = H/, y/— g et intégrons par parties l’expression JJ* j'do)^ 
les pK étant variés; H4 dépendant linéairement des gK 
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nous obtenons une expression de la forme 

///X 


F étant une intégrale qui doit être étendue, non plus au domaine 
quadridimetisionncl, mais aux limites de ce domaine; sa variation 
est nidle, puisque les s’annulent aux limites du 

domaine; on a donc 


( 5 -i 6 ) 




je; 


dépendant des ^ mais ne dépendant plus des 

est donc un invariant ne contenant plus que les : 

(î’est nécessairement, à un facteur constant près, l’invariant cour¬ 
bure totale R = puisque R est le seul invariant ne faisant 

intei'venir que les g^'^^ g^ pour le groupe de transfoimiations 
admettant pour invariant fondamental. Posons donc 


Nous obtenons 


(6-i6) ô /y" 'fff Xi 

Admettons maintenant ap/w/'f le principe d’action stationnaire 
(7-16 ) ô f f f = O (II = H,-hII,-)-H3-(-Il4). . 

Explicitant l’équation et remarquant que les variations portent 
sur les üp, ainsi que sur les dérivées des et cp^^, Lorentz 

a obtenu les résultats suivants : 

ï‘' Si l’on annule les coefficients des on obtient les équa¬ 
tions des géodésiques d’Univers. 

Si l’on annule les coefficients des on ol>tient les dix 

équations 

R [JLV - R =?= ( T[/.V ) 


rf n i <a-v TM'i rm arx I I *» 1 / u ^ I / * 1 n O’rn VIIn t l O n . 
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3° Les termes en donnent quatre équations; ce sont les 
équations de Maxwell généralisées. 

Sur les i4 équations de la gravitation et de rélectroiiiagnétisme, 
conformément à un théorème général établi par Hilbert, lo équa¬ 
tions seulement sont indépendantes, le quadruple degré d’arbi¬ 
traire qui subsiste correspondant à Findétermination du système 
de coordonnées. 

L’équation 



se présente ainsi comme Fexpression la plus générale des lois de 
la mécanique et de Félectromagnétisme. 

La méthode de Lorentz et d’Hilbert suppose que le champ de 
gravitation et la matière sont des entités diflerentes, puisque 
Faction totale est supposée contenir une action matérielle et une 
action de gravitation distinctes. C’est grâce à l’hypothèse d’actions 
distinctes les unes des autres que le principe d’action stationnaire 
fournit les équations de la gravitation et de’Félectromagnétisme. 

Toute autre est la conception d’Eddington. Les composantes 

du tenseur Rji— i^'^Rsont des grandeurs géométinqaes^ celles 

du tenseur total d’énergie sont des grandeurs physiques qui se 
révèlent à nos sens et qui sont l’objet de nos mesiu'es expérimen¬ 
tales. Nous avons déjà dit que la loi d’Einstein est considérée par 
Eddington comme exprimant que les deux tenseurs représentent 
les mêmes choses sous des aspects différents : cette loi apparaît 
comme une identification entre grandeurs géométriques et gran¬ 
deurs physiques. Prenant les- scalaires des deux membres de la 
formule qui exprime la loi de la gravitation, on trouve que la 
densité s’identifie avec la courbure totale; Faction matérielle et 
Faction gi^avitationnelle deviennent deux aspects de la même 
entité : « Ce serait une faute, dit Eddington, de les ajouter pour 
avoir une action totale. » Par contre, Faction électromagnétique 
est indépendante de toute action matérielle ou gravitationnelle 
(parce que E est nul et ne contribue pas à la courbure totale). 

Par conséquent si, avec Eddington, nous supposons que la 
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pas d’action électromagnétique le principe d’action stationnaire 
se réduit à 

s J'J' y jTr/—^< itü=O, 

ce qui couduit (par de longs calculs) (‘ ) à 

Rpiv = 0 , R = O, 

c’est-à-dire à l’absence de ijiatière et à une courbure totale nulle. 
L’action ne serait stationnaire que « là où elle n’existe pas )>. Le 
principe de moindre action, tout en restant applicable à la méca¬ 
nique ordinaire et à l’électromagnétisme, ne pourrait être géné¬ 
ralisé. 

C’est là une grosse difficulté. Il ne nous semble cependant pas 
qu’on puisse affirmer ainsi l’inexactitude du principe de moindre 
action généralisé; on pourrait plutôt conclure à l’insuffisance de 
la conception d’après laquelle la matière serait une singularité du 
champ de gravitation seal^ c’est-à-dire une simple modification 
des Weyl et Eddington lui-même (-) ont uni dans une même 
géométrie le champ de gravitation et le champ électromagnétique; 
il résulte de cette extension de la géométrie d’Einstein que l’Uni¬ 
vers peut posséder deux propriétés distinctes, la non-intégrabililé 
de la direction (n^ 74 ) et la non-intégrabilité de la longueur 
généralisée. Il est possible d’envisager la matière, non plus uni¬ 
quement comme une singularité du champ de gravitation, mais 
comme une singularité d’une structure géométiûque plus com¬ 
plexe, qui entraîne à la fois la non-intégrabilité de la direction 
(champ de gravitation) a?, t la non-intégrabilité de la longueur. 11 
faut alors envisager séparément Faction gravitationnelle et l’action 
matérielle, et le principe d’action stationnaire pourrait sans doute 
êti^e conservé sans que la structure d’Univers (et non plus simple¬ 
ment la courbure R) et la matière fussent considérées comme des 
entités' distinctes. L’action gravitationnelle par unité de quadri- 
volume serait la densité de courbure cR. =:R y/ — g^ au sens de la 
théorie d’Einstein, liée à la non-intégrabilité de la direction; la 


(^) Eddington, Espace-Te/nps, Gravitation^ \vdvüe tliéovique, i\^ 44, p. loO. 
(^) Foi/' le (lernit'r Chapilre. 
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partie de Faction électromagnétique dépendant des forces 
maxwelliennes resterait la même que dans la théorie de l^orenU- 
Hilbei't; enfin une autre partie de Faction électromagnétique, 
liée à des forces non maxwelliennes qui s’introduisent dans la 
théorie de Weyl-Eddington (et qui sont d’ailleurs nécessaires 
pour que la charge de l’électron puisse subsister), serait Faction 
qui se présente à nos yeuy sous l’aspect de Faction matérielle. 

L’idée d’Eddington, que la loi de gra\itation serait une identifia 
cation entre grandeurs géométriques et grandeurs physiques res¬ 
terait peut-être acceptable, sans entrer en conflit avec le principe 
d’action stationnaire. 


104. Principe d’Hâmilton et relativité généralisée 
(d’après Einstein). 


Einstein s’est placé à* un point de vue très général, faisant le 
moins possible d’hypothèses. 

Le champ de gravitation est représenté par le tenseur des 
(ou la substance (matière et champ électromagnétique) par 
un certain nombre de fonctions de point Soit une fonction 
des 








des 


^(p) 


et 


^(P)' 




à^a / 


Cette fonction est supposée'obéir au principe de variation 

( 8 - 16 ) ‘Iffl dia = O. 

Ce principe de variation nous donne autant d’équations difFé- 
renlielles qu’il y a de fonctions g^y et à déterminer, si nous 
admettons que les g^''^ et doivent varier indépendamment les 
uns des autres, et de manière que les s’annulent 

tous aux limites du domaine d’intégration. ^ 

Comme nous l’avons vu au numéro précédent, si nous suppo¬ 
sons que est linéaire en et que les coefficients des ne 
dépendent que des on peut écrire 
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JCo ne dépend plus des et 8F est nul. Le principe de varia¬ 
tion devient 

(10-16) 



et peut se mettre sous la forme des équations de Lagrange (^) 
(généralisées) 


(11-16) 



â / rJJCo \ dJCo 

()a;o: \ dq{p}o,) àq^p) 


Ce sont les équations du champ de gravitation et de la subs¬ 
tance. 


Existence propre du champ de gravitation. — Si Ton ne 
fait aucune restriction sur la manière dont JC dépend des 

5'(P) y(p)aî il ^st impossible de séparer les composantes 
d’énergie en deux parties dont l’une se rapporte au champ de 
gravitation et l’autre à la substance (matière et champ électro¬ 
magnétique). Pour faire cette séparation, Einstein suppose que 

(i3-i6) = 

où A dépend seulement des g^^^ g^"'^ g^'^^ OllL seulement des 
?(P)î ?{p)a* équations (i i) et (12) s’écrivent alors 


— ( 

' àAo \ 

_ ÔDK. 

()XoL \ 


■ 

1 

d 

/ \ 

dOfu 

Oxa. 


à9ip, - 


^0 étant déduit de SI comme JCq est déduit de JC, par intégration 
partielle. 

Sans doute, les équations (12) et (ï 5 ) seraient à remplacer par 
d’autres, si nous admettions que JIL et JC dépendissent des dérivées 
d’ordre supérieur des q^py On peut penser aussi que les q^p^ ne 
sont pas absolument indépendants. Peu importe pour.la suite, car 
nous ne ferons usage que de l’équation (i4-i6). 


(*) Comparer avec le a® 79. 
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Conset'^ation de Vénergie et loi de la gravitation, — Le 
caractère de transformation des g^^i est déterminé par Tinvaidance 
de la forme quadratique fondamentale ds-=: g^^ dx^dx^j. Par 
contre, nous ne faisons aucune hypothèse sur le ' cai'actère de 
transformation des qui représentent la substance. 

La nécessité de la covariance générale des équations (i4) et(i5) 
déduites de (8 ), nous oblige à considérer JC, <R, Olb comme des 
densités dHnvariants; par conséquent, les fonctions 


H = 





sont des invariants pour une transformation arbitraire des coor¬ 
données. 11 est évident (comme nous Pavons vu au numéro pré¬ 
cédent) que R doit être à un facteur constant près (que nous posons 
égal à i) et à une constante près (que nous supposerons nulle), 
Finvariant contracté car il iFy a pas d’autre invariant 

jouissant des propriétés exigées pour R. Cette identification déter¬ 
mine complètement Jlo et, par suite, le premier membre de l’équa¬ 
tion (ï4-i6) qui doit représenter la loi de la gravitation. 

Effectuant l’intégration partielle qui permet de calculer JIq à 
partir de = R \/ — on trouve 

Du principe de relativité, nous allons déduire certaines pro¬ 
priétés de la fonction «Rq- Considérons une transformation infini¬ 
ment petite des coordonnées, définie par 

(17-16) = 


Les A^v étant des fonctions arbitraires, infiniment petites, des 
coordonnées; les sont les coordonnées, dans le nouveau sys¬ 
tème, du point d’Univers dont les coordonnées étaient dans 
l’ancien système. 

Une grandeur tj; se transforme suivant une certaine loi 

-h AJ;, 

où doit s’exprimer en fonction des Arry. D’après la propriété 
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des et suivantes : 


(18-16) 

(19--16) 




()\X. 


()lXu. 

- -}_ rrV(X -El , 

dxa. ' 




àXrj 


âx^ 


Comme Aq ne dépend que des et on peut calculer AcîJlo; 
on obtient 


(20-16) y/ — ^ A 


v/=^ 


en posant 


^ qv t.x^ 

àx-^ v>27v àxoi ’ 


*' A ir< CL àG 1 ‘*? <3- • 

CL V 


Ces deux équations nous conduisent à des conséquences impor¬ 
tantes. Nous savons que -7:—=: est un invariant; il n’en est pas de 

même de ■ ■ , mais on peut démontrer que cette dernière gran¬ 




deur est un invariant pour les transformations linéaires des coor¬ 
données. Il résulte de là que le second membre de Féquation (20) 


doit disparaître lorsque tous les 
doit satisfaire l’identité 

(22-16) 


ô- 

ÔX^) ()X(x 
Sa'=^ O. 


s’annulent; par suite, c^Hq 


Choisissons les Aj 7 v de manière que ces fonctions ne soient 
(lliréi’enles de zéro qu’à l’intérieur d’un cerlain domaine, et s’an¬ 
nulent infiniment près de la limite de ce domaine; la valeur de 
l’intégrale (9) étendue en dehors de cette limite ne change pas 
pour la transformation considérée, et l’on a 


AF : 




(en considérant il et beu de 3 C et 

Mais le premier membre de cette équation est nul, puisque 

. — et y/ r— g dis) sont des invariants; par conséquent, le second 

membre est nul; d’après (20), (21), (22), nous obtenons l’équa- 
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tien 
(23~i6) 


r r r r à^o . 

JjJ J.àx^àxa. “ 


Par double intégration partielle, on obtient, les étant arbi¬ 
traires, 


Les identités.(22) et (24) qui l'ésultent de Tinvariance de 


SI 


\/ — g 


et par conséquent du principe de relativité, nous donnent les con¬ 
séquences suivantes : 

Transformons les équations (i 4 ) du champ de gravitation en 
les multipliant par nous obtenons (apx'ès permutation des 

indices or et v) les équations équivalentes 


(25-16) 
en posant 
(26-16) 




àxtÿ. 


«-V àDlîL 




équation qui définit le tenseur d'énei'gie, et 


(27-16) tl = - 


a 

a 






K' 




d.‘R( 




J 

A 

) 


[d’après (21) et (22)]. 


Par dérivation de (26) par rapport à Xyy on obtient, d’après (24), 

3 ^( 5 ^+0=0, 


(28-16) 


formule qui exprime la conservation de 

Des équations (i 4 )i il résulte, après multiplication par'^^'^ et 
en tenant compte de (^^7), 


àtl I dOlu 

dxyj 2 


ou, d’après (26) et (27), 


-4-— Kî.,.. ~ ri 


{ O.CV— 
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La malière doit satisfaire les quatre équations représentées 

par (29) 0). 

Einstein a appelé les S^les composantes d’énergie de la matière, 
les les composantes de l’énergie du champ de gravitation. Les 
équations (28) ou (29) expriment la loi générale de conservation 
de l’impulsion-énergie. 

Il nous semble utile de montrer que les s’identifient bien 
avec les composantes de la densité tensorielle d’énergie, telle 
qu’elle a été définie au Chapitre XIV. 

Dans le cas de la relativité restreinte, où les et sont 
constants, les sont nuis. La loi (28) exprime alors la conserva¬ 
tion de Or nous ne connaissons qu’une chose qui se conserve : 
c’est l’impulsion-énergie dont l’expression la plus générale est le 
tenseur défini au n^' 81 ; on peut dire encore que les équa¬ 
tions (28) doivent être identifiées avec les équations connues de 
l’hydrodynamique (en l’absence d’un champ de force). Les 
représentent donc, dans ce cas cas particulier, les composantes du 
tenseur matériel T^. 

La loi covariante qui doit, dans le cas général, remplacer la loi 

. . . . • 

de conservation de la relativité restreinte, s’exprime par l’an- 
nidation de la divergence de TJ, c’est-à-dire par les équations 

Comparant ces équations aux équations (29), nous voyons que 
les C'îJ des équations (aS), (26), (28), (29) s’identifient avec les 
^ c’est-à-dii'e, non pas avec les composantes du tenseur 

impulsion-énergie, mais avec les composantes de la densité tenso¬ 
rielle impulsion-énergie (à un facteur constant près, qui peut être 
fait égal à i par un choix convenable des unités): 

Les équations (28) nous montrent que les quantités tj repré¬ 
sentent une densité d’énergie qui ne dépend que des des 
et de leurs dérivées. Les tj peuvent donc être considérés comme 
les composantes de la densité d’énergie du champ de gravitation. 

( 1 ) Il est, à rerïiai'qucr que les équations de conservation (28) et (29) sont 
clcduiLcs uniquement dc.s équations (i4) du champ de gravitation et du principe 
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La loi delà gravitation va mamteiiant s’exprimer (comme au 
83 ) en posant l’égalité du tenseur dont la divergence est 

nulle, et du tenseur de courbure à divergence nulle Rji—^ 

Mais d’ailleurs la loi de gravitation est toute trouvée; elle est 
exprimée par les équations (t 4 )î d’où l’on peut déduire les formes 
précédemment données (la constante x étant faite égale à i). 

La théorie de la gravitation peut donc être complètement établie 
par une généralisation du principe d’IIamilton. 



CHAPITRE XVII. 

LA. COURBURE DE L’ESPACE ET DU TEMPS. 


I. L’ESPACE FINI. 

105 . Le scalaire R. Action gravitationnelle 
et courbure totale. 

Nous avons vu, au Chapitre précédent, que <R = Ry/ — g est 
la densité d^action gravitationnelle. Nous allons maintenant envi¬ 
sager le scalaire R sous un autre aspect, en montrant qu’il a 
encore une autre signification; c’est la courbure totale d’ünivers 
en chaque point-événement. 

Imaginons un hjperespace à quatre dimensions limitant un 
hypervolume dans un hyperespaceewc/ic^/en à cinq dimensions (*), 
comme une surface courbe à deux dimensions limite un volume à 
trois dimensions. 

Par extension d’une formule connue pour les surfaces, l’équa¬ 
tion de l’hyperespace quadridimensionnel, rapportée aux lignes 
de courbure passant par un de ses points et à la normale {z) 
en ce point peut s’écrire 

» CC ^ OD “ CO “ CG ^ ^ 

(1-17) = termes de puissances supérieures. 

Al Aj A3 A4 

R,, Ro, R3, Rii sont les rayons de courbure principaux. 

D’autre part, l’hyperespace à cinq dimensions étant supposé 
euclidien, on peut poser 

(2-17) =— dz '^— dx\ — dx\ — dxl — dxl. 

Éliminant z entre (i — 17) et (2 — 17), nous obtenons l’expres- 

(‘) Nous envisageons seulement un cas particulier, car un hyperespace à quatre 
dimensions.du type le plus général ne serait euclidien que dans un continuum 
euclidien à dix dimensions. 
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sion de ds- pour l’hyperespace quadridlmensioiinel 


(3-17) = ——... 


' dxi dx^ —, 


Dans le cas de l’Espace-Temps, d$ est un intervalle d’Univers si 
nous regardons les comme des variables d’espace ; il y a alors 
une coordonnée temps imaginaire (le temps peut être considéré 
comme une longueur imaginaire). 

A l’origine, on a 




dx^ 


les seuls termes qui subsistent à l’origine dans l’expression de 
l’invariant contracté R = sont 


.jL \ 

()Xn I P 


iJL I 
àx^l P ' 


Calculant les symboles de ChristolTel,' on trouve 




I , r I I I 

^ rTr^ rTrI rTrI rTrI ITâ; 


R est donc une généralisation de la courbure de Gauss ^ — ■ ^ 

considérée dans la théorie des surfaces, comme nous l’avions 
annoncé (n^^ 75 ); c’est la courbure totale. 

Voici deux cas particuliers qui se présenteront dans la suite : 

Si nous avons un espace sphérique de rayon U et un temps 
rectiligne (à courbure nulle), 


U = Ri = R2 = R35 R4 = O, 




2® Si nous avons un Univers sphérique de rayon U, 


Ü = Ri = R2 == R3 = R/fj 


(6-17) 
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106 . La substance présente dans TUnivers doit être limitée 
- et Tespace ne doit pas être infini. 

Il est un fait démontré : FLlnivers n’est pas euclidien dans son 
ensemble. Il possède en chaque point-événement des lignes de 
courbures connexes du champ de gravitation, courbures aux¬ 
quelles contribue toute substance (<) existante. Ce n’est plus seu¬ 
lement, comme en relativité restreinte, l’union de l’espace et du 
temps, c’est l’union'de l’espace, du temps et de la substance. 

Il est donc impossible de conserver l’ancienne conception de 
l’Univers, qui comportait d’ailleurs des difficultés connues depuis 
longtemps et que, nous allons brièvement résumer (^). L’espace 
de Newton est infini : prenant comme unité de volume un volume 
suffisamment grand, une première hypothèse est que la matière 
est répandue partout avec une même densité moyenne p ; la quan- 
.tité de matière est alors infinie comme l’espace. D’après la théorie 
de Newton, il aboutit à une masse m des lignes de force, venant 
de l’infini, dont le nombre est proportionnel à m\ une sphère de 
volume V contient, en moyenne, une masse pV; par conséquent, 
le nombre des lignes de force qui entrent dans la sphère est pro¬ 
portionnel à pV, et, par unité de sui'face, il pénètre un nombre de 

lignes de force proportionnel à c’est-à-dire proportionnel au 

rayon de la sphère considérée. L’intensité du champ à la surface 
de la sphère augmenterait donc indéfiniment avec un rayon crois¬ 
sant, résultat qui n’a aucun sens, puisqu’un point quelconque 
peut être considéré comme étant sur la surface d’une sphère de 
rayon arbitraire. 

La loi de Newton n’est pas la loi exacte, mais si l’on admet que 
l’espace est infini et que la densité moyenne de la matière est 


( ^ ) Le mot substance désignant toute portion d'Ünivers où l’un au moins des 
tenseurs Ty, et E|^ n’est pas identiquement nul. II ne faut d’ailleurs pas oublier 
que EjJ. ne contribue en rien à une variation de la courbure totale R, puisque 
E = O. 

(-) Einstein, La théorie de la relativité restreinte et généralisée mise à la 
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partout la même, la loi d^Einstein conduit à la même contra¬ 
diction. 

Doit-on alors supposer que l’Univers a une sorte de centre près 
duquel la densité de la matière est maximum et autour duquel la 
matière se raréfie jusqu’au vide complet? La matière formerait 
une île dans l’espace infini. Mais s’il en était ainsi, toute énergie 
rayonnante sortie de cette île se propagerait à l’infini, sans retour, 
et se dissiperait; la matière elle-même se disperserait, comme 
l’atmosphère d’un astre qui s’évapore peu à peu dans l’espace. Il 
faudrait alors admettre que, puisque l’Univers n’est pas mort, la 
matière n’existe que depuis un temps limité, ce qui recule toutes 
les difficultés et n’en résout aucune. 

Pour un homme intelligent qu’on aurait laissé dans l’ignorance 
de la forme de la Terre, la disparition progressive d’un navire 
sous l’horizon serait une révélation; ayant compris que la surface 
est courbe, cet homme envisagerait la possibilité d’une surface 
finie, d’un monde fermé. Pareille l'évélation nous est donnée par 
la théorie d’Einstein, par le simple fait qu’un l'ayon lumineux 
peut ne pas se propager en ligne droite dans le vide. Nous sommes 
donc amenés à penser que l’Univers pourrait ne pas être infini 
dans toutes ses dimensions; il est même possible — ce senties 
hypothèses d’Einstein et de De Sitter — que l’espace soit fini^ bien 
qu^ illimité comme la surface d’une sphère qui ne comporte pas 
de bornes, puisqu’on peut en faire le tour indéfiniment. Le temps 
seul resterait infini. 

Nous allons maintenant exjDoser des raisons profondes qui con¬ 
duisent à attribuer à l’Univers une courbure non nulle, même 
dans le vide, et à considérer l’espace comme fini. 


107. La théorie électronique de la matière conduit à attri¬ 
buer à rUnivers une courbure totale constante et diffé¬ 
rente de zéro dans le vide. 

Jusqu’à présent, nous avons adopté comme loi de gravitation 
dans le vide les équations 


= o> 


(7~ï7) 
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loi nécessaire si VUnwers est inHni et euclidien à Vinjini 
puisque alors la loi doit comporter comme • solution particu¬ 
lière R^vo-= O. 

Partant de cette loi, nous avmns été conduits à prendre comme 
loi de gravitation en tout point où se trouvent de la matière et de 
l’énergie électromagnétique 

(8-17) Rpi,V- ~^pi.vR=-EfjLv), 

Tp; et étant les tenseurs matériel et électromagnétique. 

Les lois précédentes entraînent les conséquences suivantes : 

I ^ Dans le vide, R^v = o et a fortioriX'ïy courbure to tale ^ R 

est nulle ( < ) ; 

2*^ En toute région où se trouve de l’énergie électromagnétique, 
sans matière, R^avF^ niais la courbure totale R est encore nulle, 
parce que ^invariant contracté du tenseur d^énergie 

électromagnétique est nul ( 3 o-i 5 ); en faisant T^^=:o dans 
l’équation ( 8 ) et prenant les scalaires des deux membres, on a 
bien, en effet, R = o ; 

3 ° S’il y a de la matière seule, en prenant les scalaires on 
obtient, comme nous l’avons montré précédemment ( 5 o-i 4 ), 

(y-17) R = xpo (poî densité propre). 

Pour le moment, aucune contradiction ne se présente. Mais il 
importe d’insister sur le fait que les équations « matérielles », où 
figure le tenseur défini au n*^ 81 , représentent Vaspect 

macroscopique des phénomènes : l’introduction de la densité de 
la matière implique que celle-ci est considérée comme continue. 

Cherchons à pénétrer plus loin en envisageant Vaspect micros¬ 
copique et remontant à la structure électronique de la matière. 

Nous avons montré, en relativité restreinte (n® 42 ), que la 
masse au repos de l’électron n’est égale à son énergie potentielle 
totale divisée par c^ que si l’on admet, avec Henri Poincaré, une 
pression exercée par le milieu extérieur; cette pression est néces- 

(1) Gomme nous l’avions déjà dit au n® 75 , R = 0 ne signifie pas que l’Espace- 
Temps est euclidien. La courbure totale peut être nulle sans que toutes les 
courbures principales soient nulles. 


BECQUEREL 


18 
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saire pour équilibrer la tension électrostatique qui produirait la 
dissipation de la charge; tout électron est donc dans un champ 
de force, dans un champ de gravitation, et nous avons vu que le 
quart de Fénergie constituant la masse au repos est dû à ce 
champ, les trois autres quarts étant dus au champ électrosta¬ 
tique (^). 

Ces forces de cohésion doivent apporter ce qu’il faut pour 
construire l’électron (et par suite la matière) que les foi'ces max- 
welliennes seules ne suffisent pas à expliquer (fin du n*^ 101 ). 

Comment pouvons nous écrire la loi microscopique de la gra¬ 
vitation? nous ne pouvons plus conserver la densité p qui est une 
conception macroscopique; il ne doit plus intervenir autre chose 
que Fénergie du champ électromagnétique des électrons et 
Fénergie du champ de force formé par les pressions de Poincaré. 
Ainsi, le tenseur matériel Tjl. doit disparaître, mais nous devons 
conserver le tenseur Eji, qui n’est plus maintenant le tenseur 
d’énergie électromagnétique pour les phénomènes envisagés à 
notre échelle, et qui devient Fexpression la plus générale de 
Fénergie du champ des électrons. La formule microscopique, si 
l’on applique la loi admise jusqu’à présent, devrait être 

(10-17) 

Il n’j a pas à ajouter au second membre Fénergie due aux pres¬ 
sions de Poincaré; cette énergie doit être contenue implicitement 
dans le tenseur de courbure qui figure au premier membre. 

On rencontre ici une difficulté insurmontable si l’on veut 
conserver la loi précédente. L’invariant contracté de Ejl étant nul, 
celui du premier membre doit être nul; on aurait donc, en tout 
point d’Univers, R = o ; la coui-bure totale R étant nulle partout, 
sa valeur moyenne dans la matière serait nulle et comme, remon¬ 
tant maintenant à l’aspect macroscopique, on a R = xpo7 on 


(^) Le raisonnement du suppose que Téiectron est assimilable à une 

sphère chargée superficiellement; or l’expérience ne nous apprend rien de la 
structure intime de l’électron, et nous verrons au Chapitre XVIII qu’on est 
conduit k une conception de Pélectron différente de la précédente. Cependant, 
ouelle crue soit la structure réelle, la conclusion aue Pélectron doit subir l’action 
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obtiendrait toujours po= o, résultat absurde : il n’y aurait pas de 
matière. C’est d’ailleurs ce que nous avons déjà dit : le tenseur 
d’énergie électromagnétique ne peut pas contribuer à former une 
densité de matière. 

On peut encore montrer cette contradiction de la façon sui¬ 
vante : la divergence du premier membre de ( 10-17) étant identi¬ 
quement nulle, la divergence de Ejl devrait être nulle. Or, d’après 
les équations de l’électromagnétique, E’p,=:o entraîne 
La densité de courant serait nulle en tout point; il n’y aurait nulle 
part ni courant de convection, ni densité de charge : il n’y aurait 
pas d’électrons. 

Il est donc nécessaire de corriger la loi de la gravitation. 
Puisque l’invariant contracté de E^j^^ ^st nul, nous devons iden- 
tilier E^^^ ^tvec un tenseur de courbure dont l’invariant contracté 
soit nul. 

Le tenseur du second ordre le plus général contenant les 7 
leurs dérivées premières et secondes et linéaire par rapport à ces 
dernières est de la forme 

(n-17) Cl 

C|, Co, C3 étant des constantes. 

Nous avions donc fait une restriction en posant C3==o; il est 
temps de la supprimer et de déterminer Cg par la condition que 
l’invariant contracté du tenseur général soit nul; nous obtenons 
le tenseur 

Cl ^Rp — ^ R^ . 

Nous devons donc écrire 

1 ' 

(1*2-17) Rpiv—=—xEjxv» 

équations qui expriment la loi de la gravitation, si E^^ désigne le 
tenseur d’énergie du champ é^ctromagnétique des électrons. 
Formons la divergence des deux membres de 


_ a 


.1: 


I. 
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de rélectromagnétisme et en remarquant que la divergence 
de Rji.— i ^jJ,R est identiquement nulle, 


(i 3 ~I 7 ) 


I dR 

4 




Partout où 3 ^= 0, c’est-à-dire en dehors des lignes d’Univers des 
électrons, la courbure totale R est constante; cette courbure est 
donc la même dans le vide et aux points où se troiwe de 
Cénergie libre {énergie rayonnante) ^ de plus la courbure 
dans le vide n^est pas nulle^ car une courbure nulle dans le vide 
(où 0) entraînerait d’après (12-17) = j on retomberait 

sur la loi que nous devons abandonner. 

D’après (12) la loi dans le vide s’écrit 


^ h = O, 


ou, en appelant Rq la courbure dans le vide et posant 
(14-17) . Ro= 4 X, 

(i 5 -I 7 ) —a^{jlv=o. 

Dés le début (n^ 75 ), nous avions indiqué cette loi comme une 
loi possible et nous avions fait pressentir qu’on serait conduit à 
l’adopter. 

S’il y a de la matière présente, l’équation macroscopique 
s’obtient en écrivant (n^^ 83 ) la proportionnalité entre le tenseur de 
courbure conservatif 


K - { 4 ^ 4 , R' = R - 4 X) 

et le tenseur matériel Tÿ* dont la divergence est nulle, 

ou 

(' 7 - 17 ) = 


(^) Ne pas oubliei' que J“ représente le courant de convection et la densité de 
charge,.mais non le courant de déplacement de Maxwell. 0, comme dans le 

■vîdf^. ailV TkAÎntC Al'l -.r _ • _ . ‘ 
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^77 


et 


R{XV “ ô'[XV — - X ( Tjxv -+- E^,v ) J 


si la matière contient des charges et des courants, ou enfin 
(18-17) R[j.v=R(i.v = — ‘/v, ^T{av+-E jjt,v— 

. La pression de Poincaré, — Aux points d’Univers où sont 
présentes des charges électriques, écrivons, d’après (i 4 -i 5 ), 

dxu. 

(19-17) 


Po étant la charge totale (invariante) par unité de volume propre. 
Multipliant les deux membres de (i 3 -i^) par (multiplication 
intérieure) et remarquant que parce que est 

symétrique gauche, nous obtenons 


(20-17) 


ds 


La courbure totale R est donc constante sur chaque ligne 
d’Univers d’une charge; elle a d’ailleurs une valeur différente de 
la courbure Rq dans le vide, car la loi macroscopique (17-17) donne 
dans la matière une courbure moyenne telle que 

(21-17) R —. Ro = xpo O. 


Ainsi, les lignes d’Univers des électrons constituent des sortes 
de rides sur lesquelles la courbure est modifiée. Einstein a suggéré 
l’idée que la courbure totale R joue le rôle d’une pression négative : 
en dehors du corpuscule, la pression n’a pas la même valeur qu’à 
l’intérieur; c’est la variation de courbure (R— Ro) ou plus exacte¬ 
ment le champ de force déterminé par cette variation qui empêche 
la dissipation de la charge de l’électron, La courbure (moyenne) à 
l’intérieur de l’électron est constante dans le temps. 

On voit que, dans l’aspect microscopique, R — Ro détermine la 
pression de Poincaré; dans l’aspect macroscopique, (R — Ro) 
repi'ésente la densité de la matière, R étant alors une courbure 
moyenne. 
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loi de la gravi latiomi’entraîne aucun changement dans les principes 
généraux de la mécanique. Il suffît de remplacer partout le 
tenseur par le tenseur RJ^v— Rp; V'-» scalaire R par le 
scalaire W = R-- 4 a == RRo- Puisque la divergence de 

est identiquement nulle, la loi corrigée (16-17) 

en plein accord avec le principe de conservation de rimpulsion- 
énergie : elle a d’ailleiu's été écrite de manière qu’il en soit ainsi. 
Enfin, la densité d’action de gravitation (^) sera prise égale 
à ^— ^(R— 4 a) au lieu de \J — ^ R. 

Dans les applications astronomiques le terme très petit 
peut être négligé, et la courbure dans le vide peut être pratique¬ 
ment considérée comme nulle. 

108. L^espace fermé. 

Les vitesses relatives des astres sont toujours très petites par 
rapport à la vitesse de la lumière. Cette remarque nous permet 
d’envisager un système de référence relativement auquel la matière 
est, en moyenne^ au repos et dans lequel les vitesses individuelles 
sont faibles. Dans ce système, la matière est quasi stationnaire. 

Considérant FUnivers, non plus seulement sous l’aspect macros¬ 
copique de la matière, mais sous l’aspect ultra-macroscopique ou 
(( cosmique » de l’ensemble des mondes, nous pouvons imaginer 
un très grand volume d’espace [par exemple 1000 parsecs- 
cubes (^)] dans lequel nous envisageons une densité moyenne p de 
la matière. Supposons que cette densité (au repos) moyenne soi*^ 
constante dans FUnivers, ce qui est la seule hypothèse logique. 
Nous pouvons, dans cet aspect ultra-macroscopique, ne tenir 
compte que de la distribution générale delà matière, faire abstrac¬ 
tion des irrégularités locales peu importantes dans l’ensemble et 


(^) Il est à remarquer que dans la théorie exposée au n® 103 ^ nous devons 
A 

poser —prrr = ,^-h const. ; c’est arbitrairement que nous avions annulé la 

'*■ v-é" 

constante. En la désignant par — 4 A, on trouve la loi corrigée. 

(^) Le parsec est la distance à laquelle la parallaxe est i". i parsec = 3 . 
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es champs de gravitaLion locaux (’), négliger les .pressions et 
U très forces internes dans la matière. 

Dans cet aspect cosmique, le tenseur se réduit sensiblement 
la composante 


t les équations de la gravitation s’écrivent 

i 5 — O si (A el V ne sont pas tous deux égaux à 4, 

/" I \ ■ 

f R44 ^ Ç> • 


Prenant la position de l’observateur comme origine des coor- 
lonnées et adoptant des coordonnées sphériques, une première 
olution de ces éciuallons donne les l’expression suivante 

>our ds- : 

. cls- = — dr- — ( ^0- -h sin®6 dt^ 

ivec 

P =: O, X = O. 


C’est la solution de la théorie primitive^ TEspace-Temps infini 
euclidien, c'est-à-dire euclidien s’il n’y avait pas des conden- 
►alions locales que précisément nous négligeons. Cette solution 
'X=:o) est justement celle que nous rejetons pour les raisons 
précédemment exposées. 

Mais il y a deux autres solutions : 


SalatioJi d'Einstein : 


ds'^- = 
;‘23-17) i avec 


. dï'^— U2 sin2 - (^02-+- sin^O d^f) 4- dt'^ 


xp — aX, ^ ^2 ' 

Solation de de Sitter : 


ds ^=— ér ^— ü® sint* ~ (<^2 -f. sirt^Ô cos^ yy dt^ 


U 


(24-17) 


P = Oy ■ X = 




(*) Bien faibles, en somme, si l’on remai’qae qu^in rîtyon luminerux passant 
*!î*>«iimA*!»f ail fin Scilftil Gsiî fïévié S'ecttemEent de i 
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Posons r = lJy (coordonnée curviligne). 

L’élément de ligne d’Univèrs s’écrit : 

Solution d'Einstein : 

(25-17) <^52==— sin^y sin^O c/o 2 )] ^2 

Solution de de Sitter : 

(26-17) ^s2 = —U2[d'x“-Hsin27(é/02H-sin20û?cp2)]-Hcos2x:c2c//:2, 

Dans les deux solutions, la « coupe à temps constant » (^dt = 0) 
est un espace à courbure constante positive^ de rayon U. 
L’espace est fermé. 


IL - HYPOTHÈSES SUR LA FORME DE DUNIVERS. 

109. Hypothèse d^Einstein. L^espace sphérique ou ellip¬ 
tique. Le temps d’Univers rectiligne. L^Espace-Temps 
cylindrique. 

Pour mieux concevoir la solution d’Einstein [(23-17), (20-17)], 
supprimons une des dimensions de l’espace. Imaginons des êtres 
infiniment plats, entourés d’objets à deux dimensions, assujettis à 
vivre sur une surface sphérique sans avoir la perception d’une 
troisième dimension d’espace. Confondant la surface de leur 
monde sphérique avec le plan tangent, ils imagineront la géométrie 
plane (euclidienne) et penseront d’abord que leur univers s’étend 
à l’infini. Ils appelleront ligne droite le plus court chemin d’un 
point à un autre. S’ils portent autour d’un même point, dans toutes 
les directions, des longueurs égales, ils construiront un cercle, et 
tant que le rayon sera petit, ils trouveront que le rapport de la 
circonférence au diamètre est un nombre indépendant du 
rayon tc = 3 ,i 4 i 5 — Cependant, s’ils tracent des cercles de 
<( rayons » de plus en plus grands — ce qu’ils appellent rayon étant 
un arc de grand cercle puisqu’ils restent sur la surface — ils cons¬ 
tateront que le rapport de la circonférence à ce qu’ils appellent le 
diamètre devient inférieur à tt: et diminue à mesure aue le ravon 



CHAPITRE XVII. — LA COURBURE DE L’ESPACE ET DU TEMPS. 1 

augmente, enfin que la circonférence elle-même décroît et iGnit 
par se réduire à un point : le point antipode. 

Les mathématiciens de ce monde comprendront que leur univers 
est courbe; ils déduiront de leurs mesures d’arpentage que c’est 
une surface à courbure constante positive, finie bien quHllimitée^ 
limitant un « hypercercle » à trois dimensions dont ils pourront 
calculer le rayon. 

Soient O l’origine des coordonnées, prise en un point de la 


Fig. i8. 



surface sphérique, A le centre, l’angle O AC, 9 l’angle azimutal 
du plan O AC. L’élément de longueur en un point C est 


U étant le rayon de la sphère. L’élément de ligne d’Univers a pour 
expression 

(27-17) dl^ H- U2 (djJ -H sm2y e-, 

Ajoutant une dimension d’espace, nous avons l’Univers à cour¬ 
bure constante d’Einstein, la formule (aS-iy) étant l’extension de 
(27-17) avec une dimension supplémentaire mesurée par «f. 

Faisant dt = o. dans la formule (25-17), nous obtenons l’expres¬ 
sion de l’élément de longueur dans l’espace 

(28-17) dl"^ = sin^O 

Uespace à courbure constante positive a deux formes pos- 


DEUXIÈME PARTIE. •— LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE 


28-Ji 

Newcomb^ tous deux représentés par l’équation (28). Nous nous 
bornerons à étudier l’espace sphérique. 

Cet espace est difficile à se représenter : il n’a absolument rien 
de commun avec l’intérieur d’une sphère ordinaire dans un espace 
à trois dimensions : il limite une hypersphère dans un espace 
à quatre dimensions comme une surface sphérique limite une 
sphère. 

Si nous portons sur la surface d’une sphère ordinaire, à partir 
du point O et dans toutes les directions, des longueurs égales 
OC = Uy, nous obtenons le cercle GC dont la circonférence a 
pour longueur stcU siny et dont le rayon curviligne (mesuré sur la 
surface) est OC.= /‘ = Uy. De même dans l’espace courbe qui 
limite une hypersphère quadridimensionnelle, si nous portons à 
partir d’un point des longueurs r égales (mesurées sur des fils 
tendus), nous obtenons une sphère dont le rayon (mesuré dans 
l’espace sphérique tridimensionnel) est r = \}/ et dont la surface 
est 47cU-sin-y. Portons des longueurs de plus en plus grandes, 
nous obtenons des sphères de surfaces croissantes jusqu’au 

rayon-TtU, ensuite les sphères décroissent jusqu’à se réduire à 

un point, le point antipode à la distance kU. 

Le volume total de l’espace sphérique est (l’espace ellip¬ 

tique de Newcomb a un volume tc-U*). 

La masse totale de la matière, de densité moyenne p, est 

et comme l’on a, d’après ( 23 -l'y), 


nous obtenons les relations suivantes : 



On voit que, dans l’hypothèse d’Einstein, la coui'bure d’ensemble 
de l’espace est déterminée par la matière mondiale. 

11 est difficile de vérifier si cette conception est exacte. On a 
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eiasse du système stellaire est de l’ordre de ïo‘^ fois celle du Soleil; 
admettons que les nébuleuses spirales représentent loooooo de fois 
cette masse (^); on obtiendrait ainsi, d’après la seconde formule ( 3 o)î 
un rayon de l’ordre de kilomètres, etle tour de l’Univers 2 îûU 
serait de l’ordre de lo^^ à lo’® kilomètres, ce qui l'eprésente loo 
à looo années de lumière; ce résultat est absurde, car la distance 
moyenne des étoiles visibles à l’œil nu dépasse loo années de 
lumièrje. On serait donc conduit à admettre l’existence d’énormes 
quantités de matière non découvertes : ceci est d’ailleurs possible, 
car seule la matière lumineuse se révèle à nous; nous ne connais¬ 
sons pas les mondes obscurs (-), c’est-à-dire d’une part les amas 
très j)eu condensés, d’autre part les étoiles éteintes qui peuvent 
être très nombreuses; de plus, la lumière émanée des astres très 
lointains peut être trop absorbée par la matière disséminée dans 
l’espace pour parvenir jusqu’à nous en quantité appréciable. 

On peut aborder autrement la question en cherchant à évaluer 
la densité moyenne. Si l’on admet, avec Kapteyn, que la masse 
contenue dans looo parsecs-cubes est, en moyenne, 8o fois la 

masse du Soleil, on trouve un rayon U == \/^ l’ordre de 
IO-® kilomètres; mais ce chilFre est bien incertain, d’autant plus 
que, s’il y a de la matière obscure, la densité moyenne est plus 
forte et le rayon moins grand. 

Le temps d^XJnivers, — Ce qu’il y a de plus remarquable dans 
l’hypothèse d’Einstein, c’est qu’elle constitue un retour à l’espace 
absolu et au temps absolu. Einstein a rétabli la séparation entre 
l’espace et le temps, en admettant un Univers cylindrique, la 
direction des génératrices donnant un temps d’Univers absolu. 
Mais c’est un absolu dont nous n’avons pas connaissance en toute 
rigueur car, pour nous, l’espace et le temps restent unis suivant 
la conception de Minkowski; le temps que nous mesurons^ 
variable d’un système à l’autre, variable d’un point à un autre dans 
un champ de gravitation, n’est pas ce temps d’Univers absolu. 


(^) Eddington, JReport on the relatioity theory of gravitation, 1920, p.,86. 
(^) Cependant dans la nébuleuse d'Orion (photographie prise à Tobservatoire 
Lîck) on a constaté des régions sontibres qui paraissent dues à de la matière 
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Toutefois, puisque les vitesses relatives des mobiles naturels 
sont toujours très petites par rapport à la vitesse de la lumière, 
que les champs de gravitation ne déforment que bien peu l’espace 
et le temps, s’il existe un système de référence où le temps 
est absolu et où la matière est quasi stationnaire, les temps me¬ 
surés dans les différents systèmes naturels sont bien voisins du 
temps d’Univers; l’écart ne serait notable que si l’on parvenait à 
réaliser des vitesses considérables par rapport à l’ensemble de la 
matière mondiale. 

Les géodésiques de l’hypersphère émanées d’un même point se 
coupent au point antipode et reviennent au point de départ 
(comme les grands cercles d’une sphère). Les rayons lumineux 
pourraient donc revenir après avoir fait le tour de l’Univers 
(trajet 27 üU). 

On a alors fait l’objection suivante : on devrait voir un anti¬ 
soleil au point du ciel opposé au Soleil. Cet anti-soleil aurait 
même diamètre apparent que le Soleil; la face qu’on verrait ainsi 
serait la face opposée à la Terre et, s’il n’y avait pas d’absorption, 
l’anti-soleil serait aussi brillant que le Soleil lui-même. Ce n’est 
pas une objection sérieuse, car ce raisonnement suppose un 
retour rapide des ondes lumineuses, c’est-à-dire admet un rayon 
d’Univers relativement petit, ce qui est certainement faux. Si 
l’anti-soleil pouvait être visible, cesserait l’astre tel qu’il était au 
moment du départ des ondes lumineuses, à une époque où il se 
trouvait fort loin de sa position actuelle; il aurait seulement l’as¬ 
pect d’une étoile. 

Quant aux étoiles, elles pourraient être vues en double, ou 
même en triple après deux tours d’Univers des rayons lumineux; 
beaucoup d’étoiles ne seraient que des fantômes d’un passé très 
reculé. 

Cette conception des anti-étoiles n’est pas vraisemblable; elle 
admet que la lumière pourrait faire le tour de l’Univers sans être 
trop absorbée, ce qui est peu probable. D’autre part, elle suppose 
que les géodésiques se ferment exactement; or il ne faut pas 
oublier que l’équation (20-17) suppose la matière unifoimément 
répandue, et que, par conséquent, cette équation ne peut donner 
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d’Einstein est exacte, l’espace n’e&t que quasi spliérique : il a iii 
courbure moyenne constante R = (d’après ou R = 6 

Fig. 19. 



puisque (23-17), mais sa courbure est plus grande ai 

points où la densité dépasse la moyenne p, et diminue jusqu’à t 
s’il n’y a aucune matière ( 14-17)- 


Figurons une sphère ordinaire et soit O un point de la surfac 
Du centre A, on peut faire la projection conique de la surface s 
le plan tangent en O. De même, projetons l’espace sphérique s 
l’espace euclidien tangent au point O, où se trouve l’observa ter 
Soit r la distance OP de ce point origine à la projection P d’i 
point de l’espace sphérique ; nous allons remplacer la coordonnée 
(ou r) par la coordonnée r : 

(31-17) r = U tang5(^. 

L’expression de l’élément de ligne d’Univers devient 


(32-17) 


ds~ ~ • 


_r2 ( <^02 -i- sin2 ô ) 


(iH-erD- 


I -h er^ 


c2 dt^ 


en nosant c = 


I 


ÜXIÈME PARTIE. — LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 


surobservateur qui posséderait quatrè dimensions 
livers d’Einstein apparaîtrait comme sphérique.dans 
ice quadridimensionnel euclidien (^) [l’expression 
est euclidienne dans un hyperespace quadridimen- 

Fig. 20. 



s l’homme, qui ne possède que trois dimensions, n’a 
ption directe de la courbure suivant une quatrième 
espace; tout rayonlumineux'luiarrivant dans l’espace 
r dans cet espace que toutes choses lui apparaissent : 
3, il fait réellement'la projection conique qui vient 

observateur en O déterminera la distance du point C 
re de parallaxe, en s’imaginant que l’espace esteucli- 
éplacera de O en un point O’, perpendiculairement 
Longueur extrêmement petite 00 ^= a — Ua, a étant 

il mesurera l’angle et croira que le 

e C est üî = ^ c’est-à-dire cos puisque P est 
petit. Or, dans le triangle sphérique OO'C, on a 
; la distance r que l’observa- 


c cot 




ou m z= 


de 1 Â 5 est donc 


tangx 


r = 


a 

TH 


U tanga 
a 


tang/ = U tangx- 


projection sur Vespace euclidien tangent repré- 


inuons à négliger les pei'Lurbations locales dues aux champs de 
n’envisager aue l’aspect d’ensémble. 
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aspect de V üiiwers pour V observateur ; celui-ci a Villu- 
un espace euclidien indni, 

^relions les équations du mouvement d’un point matériel 
l’Univers d’Einstein (^) •* les équations différentielles d’une 
isique (n^^ 78 ) sont les suivantes : 

ds^ / 0- ( ^^5 ds 


s=-[ 


ri“PL 

_ ( a§ 1 

Ll -1 

( 4 i c dt\ 


c dt c dt 


. nous restreignant aux systèmes de référence dans lesquels 
fcv ne dépendent pas de Xr^ = ct^ 


ap ) dxoc dx^ 


Œ \ cdt cdt 


a 4 ) dx^ dx^ 
4 \ c dt c dt 


ec les coordonnées employées dans les équations (aS-i^) et 
7), r ou 9, cp, ct^ les symboles de Christoffel non 


sont les suivants : 


= — U siny cosy, 


■ U sin^ cos}(^ sin^Ô, 




p3j=.j3^^j=coi0. 

lis obtenons 


d^r 

^»=Usmxcosx 
<^2 0 ^ cl 

~~ ü 

d^ip 2 à 

^=__cotx- 




2 dr dQ . r. r 


(ÆŸ 

\cdt J 


2 dr d<P . d^ d^ 

n coty — ' t : —— a cotG —=- 

U c dt c dt cdt c dt 


lis pouvons prendre 9 = ~ et ^ 


O ; les intégrales des aires 
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et de Fénergie sont alors 




h tl k étant deux constantes d’intégration. 

Eliminant dt^ nous avons Féquatioii différentielle de Forbite 

(36-17) ;|-U»sin4x 

dont Fintégrale est 

(■37-17) tangxcos(cp--cpo)==: ‘ 


C’est Féquatlon de la géodésique dans l’espace sphérique (ou 
elliptique). La seconde des formules (35-17) montre que le mobile 
suit cette géodésique avec la vitesse constante sjk, 

La vitesse de la lumière est c, ainsi qu’on le voit immédiate¬ 
ment en faisant ds — o dans l’équation (23-17). 

Ces résultats correspondent au point de vue du surobservateur 
quadridimensionnel. 

Mais tout autre est le point de vue de l’observateur tridimen¬ 
sionnel, qui pi'ojette le mobile sur l’espace euclidien tangent. 
Pour lui, la coordonnée distance est, non plus la coordonnée cur¬ 
viligne = mais la coordonnée rectiligne r== tangy. Adop¬ 
tant maintenant la coordonnée r, nous obtenons, en écrivant, 

comme plus haut, s = 

er^ 


dr „ dv 


cos^x = 


I -I- er- 


sin^X = 


I -4- er- 


et les formules (35-17) deviennent 
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rente 

(39-17) + 


Tant que r est très petit, la vitesse observée est encore sensi¬ 
blement \/k étant très petit), mais à mesure que approche 

de zb c’est-à-dire à mesure que le mobile paraît à l’observateur 

s’éloigner à Vinfini^ toutes les vitesses apparentes croissent indé¬ 
finiment, quelque petites que soient les vitesses réelles p —y/A* 
dans l’espace sphérique. 

Dans la seconde des équations (88-17), l'emplaçons ^ par sa 

valeur tirée de la première équation; nous obtenons 

l’expression du carré de la vitesse radiale 

„o-.„ 

Enfin l’équation (37-17) de la géodésique prend la forme 
r cos(<p — fo*) = const. 


ce qui montre que, pour l’observateur, la trajectoire du mobile 
libre est une ligne droite. 

Étudions particulièrement le cas de la lumière. Faisant ds = o 
dans l’expression (82-17), nous obtenons 


(41-17) 


(l H- f 



Soient la vitesse de la lumière, a l’angle de la tangente au 
rayon lumineux et du rayon vecteur, on a, pour les composantes 
radiale et transversale de la vitesse, 


dv 

dt 


= Cl cos a, 


d'cp 

r-p = Cl sina. 


L’expression (41-17) s’écrit donc 
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D’où l’on tire 

/ / A I -H er^ 

(42-17) Cl = C -p== ==:i^r — > 

\/n- sr^ sm^a 

On pourrait aussi démontrer que Féquation du rayon lumineux 
est 

A 

sîna=-j (A étant une constante), 

c’est-à-dire que, pour l’observateur, la lumière se propage en 
ligne droite (^), mais avec une vitesse apparente Cj d’autant plus 
grande que l’onde lumineuse est plus éloignée. 

Les points de la région y = ï se projettent à l’infini; par contre, 

les points tels que P' situés près du point antipode O'(y =71:) se 
pi’ojettent en P près de l’observateur (-). Les astres en réalité les 
plus éloignés (r = 'n:U) pourraient donner l’illusion d’astres rap¬ 
prochés; ils nous apparaîtraient à l’antipode de la position qu’ils 
occupaient, il y a des billions ou des trillions d’années peut-être. 


Fig. 21, 



lorsque la lumièi'e en est partie. Mais nous avons dit que la 
lumière est probablement absorbée dans un si long parcours, et 
nous pouvons répéter ici les objections faites à l’hypothèse des 
anti-étoiles. 


(1) Rappelons encore que nous supposons la matière uniformément répartie et 
que nous n’envisageons que l’aspect d’ensemble de FUnivers, en négtigeant les 
perturbations locales. 

(^) Ceci n’est exact que pour l’espace sphérique dont la projection couvre 
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110. Hypothèse de de Sitter (^). La courbure du temps. 
L^Espace-Temps hyperbolique. 

Étudions maintenant la solution de de Sitter (24-17, 26-17). 
ds- = — sin 2 x(^i^ 62 - 4 -sin^ 6 ^/cp 2 .j] -h cos-y c- 

La différence avec la solution d’Einstein porte uniquement sur 
le dernier terme, étant égal à cos-y au lieu de t : il en résulte 
une profonde modlücation dans la conception de TUnivers. 

La « coupe à temps constant » dt = 0 est, comme dans l’hypo¬ 
thèse d’Einstein, un espace sphérique (ou elliptique) 

(44-17) U2 sin2x(c?02-h sin^O <icp2)], 

tuais a y a aussi une courbure du temps. 

Une autre interprétation de l’équation (43-17) s’obtient en 
faisant le changement de coordonnées suivant : 

i sin^ = sinÇ sin w, 

J — \ et y 

tang-î^—g = cosÇ langw. 

On obtient ainsi 

(46-17) ds^ = -~ j sin2c,,[<:/Ç2-+-sin2Ç(â?02-h sin20 

ce qui peut être interprété comme étant l’équation, en coor¬ 
données sphériques ((o, 9 , cp) d’une hypersphère de rayon U 

dans une multiplicité pseudo euclidienne à cinq dimensions. 
L’Espace-Temps quadridimènsionnel qui limite l’hypersphère à 
cinq dimensions est Tanalogue de l’espace tridimensionnel dans 
l’hypothèse d’Einstein, avec cette dififérence qu’une des coor¬ 
données est imaginaire et qu’il ne faut chercher dans la formule 
(4(3-17) aucune représentation réelle. 

En changeant l’azimut de on fait une opération correspon¬ 
dante à la rotation de l’axe du temps dans la théorie de Min- 
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kowski (n° 28 ). Il n^y a plus de temps d^Unwers absolu : 
Fespace et le temps restent unis; à ce point de vue, le principe de 
relativité est mieux satisfait que dans Fhypothèse d’Einstein. 

Si r on veut garder des coordonnées réelles, la forme de l’Uni¬ 
vers est celle d’un hyperboloïde dans une multiplicité à cinq 
dimensions. 

Ecrivons, en effet, (d = y/ — i to', Ç = nous obtenons 

U2 j (w'[û?Ç'2 h_ sh 2 Ç 7 sin2 6 j. 

Posons 

r = U shco'sh^ = rcos4^, 

^ = r sintj; sin<p, t = U shw'chÇ', 
jK = rsin4'C0S9, w = üch(Jl)^ 

L’expression àe 'ds- devient 

ds"^ = — dx^ — dy"^ — dz^ — du'^ - 4 - di^^ 

5^2 2^2—t2=XJ2, 

ce qui est l’équation d’un hyperboloïde à une nappe dans la mul¬ 
tiplicité à cinq dimensions y, a, t. 

Les g^y de l’équation (46-i'7) vérifient les équations de la loi 
de la gravitation (22-17) sous les conditions 



P étant la densité moyenne de la matière. 

A pre;nière vue, la condition p = o peut paraître inadmissible, 
puisqu’il y a de la matière dans l’espace, et que l’espace (44-17) 
est fini. Voici l’interprétation : nous avons, en écrivant les équa¬ 
tions (22-17), considéré l’aspect ultra-macroscopique, la forme 
d’ensemble de l’Univers, abstraction faite des condensations et 
irrégularités locales. Les conditions précédentes signifient que 
VUnivers a une courbure naturelle qui est pas conditionnée 
par la matière mondiale, La matière intervient seulement 
pour modifier localement la courbure,^ sans changer la cour¬ 
bure d[ensemhle et sans modifier le rayon U. En d’autres 
termes : l’Espace-Temps a une existence et une forme d’ensemble 
rlp. la matière mi’il r.nntient! cette matière viendrait 
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à être détruite, TEspace-Temps subsisterait avec le même rayon; 
seules, les rides dues aux condensations locales disparaîtraient. 

La différence avec la conception d’Einstein est radicale : dans 

1 hypothèse d Einstein ^xp 2}., c’est la matière mon¬ 

diale qui détermine la courbure moyenne de l’espace (de l’espace 
seul, puisque le temps est rectiligne). L’hypothèse d’Einstein 
nécessite l’existence de quantités de matière de beaucoup supé¬ 
rieures à celles que nous connaissons (ce qui n’a, d’ailleurs, rien 
d’invraisemblable) ; l’hypothèse de de Sitler ne conduit plus du 
tout à cette nécessité. 

11 convient d’insister sur la diflérence entre l’espace d’Einstein 
et celui de de bitter, tous deux représentés par la même équation 

dl"^ = sin^Ô • 

l’espace d’Einstein a une courbure moyenne R = :^ = 6X, 

mais cette courbure n’est pas la courbure 4)v dans le vide; la cour¬ 
bure moyenne n’est donc pas égale à la courbure de la majeure 
partie des régions de l’espace; presque partout, la courbure est 
seulement 4X. Nous voyons ainsi que la matière, qui détermine la 
courbure de l’espace, intervient en produisant des sortes de plis¬ 
sements par lesquels la forme de l’espace est brusquement changée 
de distance en distance, de manière que l’espace se ferme en pre¬ 
nant une forme quasi-sphérique de courbure moyenne 6)^. Au 
contraire, dans l’hypothèse de de Sitter, nous avons une courbure 

moyenne R = =: 4^5 précisément égale à la courbure constante 

dans les régions vides de matière. L’espace n’est pas quasi-sphé¬ 
rique, il est bien sphérique (ou elliptique) avec seulement des 
rides locales, très disséminées, dues à la présence de matière, 
rides qu’on peut, si l’on cherche une image, comparer au relief 
du sol. . 

Conséquences de la courbure du temps, —Revenons à l’équa- 
lion (43-17), la position de l’observateur étant prise pour origine 
des r = Uy. Pour un point fixe dans l’espace, on a <^^ = 0? 
dQ = 0, (icp = o; la formule se réduit à 
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OU 

(4S-17) dz — cQsy^dt', 

dt est l’intervalle de temps mesuré par l’observateur. Cet inter¬ 
valle mesuré est d’autant plus grand par rapport à l’intervalle de 
temps propre d'i que cos^ est plus petit : le temps qui s’écoule en 
un même point d’espace, entre deux événements, paraît donc à 
l’observateur d’autant plus long que la région qu’il observe est 
plus voisine de la zone y = - à la distance r= ^ 71 : 11 . Dans la 

zone r = ^ le temps est stationnaire pour Vobservateur^ 

car est infiniment grand par rapport à <^5. 

Mais ceci n’est qu’un point de vue relatif à l’observateur et ne 
signifie pas que le cours du temps soit arrêté dans la zone y = ^; 
si l’observateur se transportait dans ces régions, il trouverait, 
suivant l’expression d’Eddington, que la Nature y est aussi active 
que partout ailleurs, et c’est son ancienne demeure qui lui paraî¬ 
trait immobilisée dans un repos éternel. 

Cette apparence est due à l’orthogonalité des temps propres aux 
deux endroits distants de Nous allons préciser l’influence de 

la courbure du temps en étudiant le mouvement d’un point maté¬ 
riel libre. 

Comme précédemment, nous considérerons successivement les 
deux systèmes de coordonnées 

r = U;(^,-. Ô, et (r, coordonnée curviligne) 
et ‘ 

r = Utang)(^, 6, (p, et (projection sur rUnivers langent). 

Si nous adoptons le premier système, l’expression de rfs- s’écrit, 
d’après (24-17) ou (43-17), 

(49-17) ds^ = — dr ^— sin2^(<i05-i- sin^ô dt^-) H- cos^yc^ dt^. 

Appliquant les équations du mouvement (38-17), calculant les 
symboles de Christofïel d’après les valeurs des de (49-17), on 
trouve, pour les intégrales des aires et de l’énergie, 

da^ 
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en posant, comme précédemment, et en choisissant les 

coordonnées de manière que 6 = ^ et que ~ = o. h et k sont 
des constantes d’intégration. 

Le premier membre de la seconde équation est le carré de la 
vitesse. Nous trouvons un résultat très curieux : pour le surobser¬ 
vateur qui adopterait la coordonnée distance r, la vitesse d’un 
mobile libre ne reste pas constante. Près de l’observateur = o), 
la vitesse est sensiblement ç-=.sjk^ puis, à mesure que le mobile 
s’éloigne, y augmente, et si la vitesse v = \^k est très petite par 
rapport à c (ce qui est toujours le cas pour les masses maté¬ 
rielles), le premier terme du second membre devient prépondé¬ 
rant; la vitesse croît jusque dans la région y = où elle devient, 
à peu de chose près, Ensuite, le mobile continuant à s’éloigner, 
sa vitesse décroît et tend vers zéro à mesure'qu’il s’approche de la 
zone y = ^ cette zone, tout est immobile. 

La lumière elle-même est arrêtée dans la zone du temps station¬ 
naire : reportons-nous, en eflFet, à l’expression (49-17) et faisons 

ds = o l^avec Q = =0^, nous obtenons 

la vitesse de la lumière c cosy, décroît progressivement de c à o,. 
lorsque y augmente de o à 

Nous pouvons imaginer qu’un surobservateur à quatre dimen¬ 
sion d’espace, ayant la perception directe de la courbure de l’es¬ 
pace, utiliserait la coordonnée curviligne r; pour lui, la distance 
serait r et il mesurerait les vitesses que nous venons de calculer ; 
il envisagerait l’Univers sous l’aspect fantastique que voici : la 
Nature lui paraîtrait avoir une activité de plus en plus grande à 
mesure que les régions observées seraient plus lointaines, jusqu’à 
la zone distante de dans cette zone, tous les mobiles 

(quelque petites que fussent leut:s vitesses locales) auraient une 
vitesse colossale, au moins égale à mais ne pouvant en tous cas 
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jamais dépasser la vitesse apparente — de la lumière; puis, au 

. . 

delà, l’activité semblerait diminuer et tout mouvement s’éteindrait 

dans la zone r — - ttU. 

2 

Pour l’homme tridimensionnel, qui ne connaît que la projec¬ 
tion de l’Univers réel sur l’Univers tangent au point où il se 
trouve, l’aspect des choses est bien différent. Pour cet observa¬ 
teur, la distance d’un objet est r = Utangy ; adoptons maintenant 
cette coordonnée, l’expression de ds- devient 


(52-17) = 

On a 




(l-+-£r2)2 


r^(dd^-j- sin^Ô dep^) dP- 


(i-f- er2) 


dr 


I -H 

dt 


üx, r = Utangx, -^ = cos^ x 


dt 


de sorte que les équations (50-17) sont remplacées par les sui¬ 
vantes : 

l 


dt 

7* y ■ 


Si immobile, dont la vitesse est voisine \Jk près de l’origine, 
s’éloigne à Pinfini^ c’est-à-dire si y tend vers sa vitesse mesurée 
croît indéfiniment. 

Dans le cas de la lumière, ds = o, on a donc 


(pour 0 = = o) 

—L_/, 

iH-er^ \ 


ËLV 

dt) 


[c^après (52-17)]» 
\dt, 


D’ 


C2. 


Soit a l’angle du rayon vecteur et de la tangente au rayon lumi¬ 
neux; on a 

dv d(p, 

^=c,cosa, r^=c,sina, 


et l’expression précédente donne pour la vitesse mesurée de la 
lumière 


(55-17) 


Cl 


_ ^ / iH-sr- 

” V iH-er^sii 


sin^a 
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r do 
Cl dt 

h 

c 7 r 


[d’après la première des équations (53-<i7)], 


remplaçant par sa valeur (55-17), on obtient la trajectoire du 
rayon lumineux (trajectoire repérée par l’observateur, qui s’ima¬ 
gine que le rayon est dans l’Univers tangent) 

.^ . h 

(56-17) sina =- - .-.—-- 

r IH- e r- ) — £ A- 

A mesure que r augmente ^c’est-à-dire que y tend vers ^ tend 

vers zéro, et la vitesse de la lumière devient infinie pour r infini. 

La trajectoire du rayon lumineux n’est une ligne droite que 
dans le cas d’une propagation radiale, et pour une propagation 
radiale (a = o) la vitesse mesurée de la lumière est e y/ i-f-er-. 

imaginons maintenant qu’une onde lumineuse parte du lieu où 
se trouve l’observateur; sa vitesse (vitesse radiale) croît indéfini¬ 
ment suivant la loi précédente; cependant, pour que la lumière 

parvienne à l’infini ^zone = ^^5 il faut un temps infini 

TT 

(57-17) T = ^ r secx-^Z, = ^; 

^ '^0 

a fortiori^ un mobile matériel demandera un temps infini pour 
atteindre la zone 7 = -- 

Alors, plus d’anti-soleil, plus d’anti-étoiles, “ car dans la 
zone y = ^ il y a la bannière du temps : pour l’observateur, 

jamais un mobile, jamais un rayon de lumière ne franchiront 
cette barrière, jamais ils ne reviendront. Et pourtant, si l’on pou¬ 
vait mesurer la vitesse d’un mobile à mesure qu’il s’éloigne, on 
trouverait que cette vitesse croît indéfiniment. C’est bien, pour 
l’homme, l’illusion complète d’un Univers infini dans l’espace 
comme il est infini dans le temps. 
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111. L^effet Doppler. 

L’hypothèse d’Einstein et celle de de Sitter conduisent à des 
résultats profondément différents pour l’effet Doppler. 

Effet Doppler dans V Univers Einstein, — Soit une soui'ce 
lumineuse possédant un mouvement dirigé radialement par rap- 

port à l’observateur. La vitesse o = — étant constante, ainsi que 

la vitesse c de la lumière, il n’y a aucune raison de trouver (en. 
moyenne) pour les astres très lointains un effet Doppler d’un 
autre ordre de grandeur que pour les étoiles les plus voisines de 
notre système. 

En raisonnant avec la coordonnée r (espace tangent) on arrive, 
bien entendu, à la même conclusion. Soient ^ la période propre 

de la source, T la période apparente, v la vitesse ^ de la source, 
dx 

Vi sa vitesse apparente^» Ci la vitesse apparente de la lumière 
pour l’observateur. On a, comme dans la théorie donnée au n'^ 29 , 



•or l’on a 

• pj = (i-t-er*)(^ [d’après (40-1,7) (où A = o)], 

Cl = (i-H er2)c [d’après ( 4 ii-i7)], 

L’effet Doppler est le même quelle que soit la distance. 

Effet Doppler dans VUnivers de de Sitter. — Si la source 
-était immobile par rapport à l’observateur, sa période apparente 

serait . 
cos^ 

Le ralentissement apparent du temps à la distance r = U tangy^ 
.(ou r = Uy) doit donc avoir pour effet un déplacement systéma¬ 
tique des raies spectrales vers le rouge, d’autant plus grand que 
la source est plus éloignée. 

O® Si la «rkiircp! PQt pn mnnvpmpnt.. un effpt. Dnnnlpr r>ronrpment 
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dit doit se manifester à partir de la position de la raie déjà 
modifiée par la cause précédente. 


Supposons un déplacement radial {h=zo) et adoptons la coor¬ 
donnée r (la coordonnée r conduirait d’ailleurs au même 
résultat). 

La formule de l’efFet Doppler est 

pf \ ^1 

et l’on a 



(’y = c-£r-^-/c = tang‘^y- 4 -A' [d’après (58-17)], 

Cj = c \/i -H = c /1 -h tang2^ [d’après (55-17) où a = o]. 

D’où l’on déduit facilement 

(59-7) T = T^ ~7==f (‘-5c)• 

y 


Pour la zone ^ étant négligeable vis-à-vis de i et de sin^y, 

on aurait 


T = T(/î db i) = 


2,41 4 ^: 
0,414^ 


pour une source qui s’éloignerait, 
pour une source qui se rapprocherait 


et pour la zone 7 == j toutes les périodes apparentes deviendraient 
infinies. 

Si l’hypothèse de de Sitter est conforme à la réalité, pour les 
astres les plus lointains que nous connaissions ^qui n’ont certai¬ 
nement pas atteint la région 7^ = on doit s’attendre à trouver, 

en moyenne, un effet Doppler plus grand que pour les étoiles 
voisines de notre système, et si l’on admet que les vitesses radiales 
n’ont pas de préférence de sens, le ralentissement apparent du 
temps doit donner, en moyenne, un déplacement des raies vers le 
rouge. 

Précisément, celles des nébuleuses spirales que les astronomes 
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en général, un efîet Doppler considérable. Voici trois exemples : 

Nébuleuse d’Andromède. — 3ii km : sec (rapprochement) 

N. G. G. 1068. -1- 925 km : sec ) ., 

N. G. G. 4594. 

Ces chiffres sont les vitesses radiales calculées d’après la formule 
habituelle T = elles sont beaucoup plus grandes que 

les vitesses observées pour les étoiles rapprochées. Il est bien 
possible que ces grandes valeurs de l’effet Doppler soient la ma¬ 
nifestation de la courbure du temps, déjà sensible sur de si 
grandes distances. 

Il semble bien aussi qu’il y ait,.dans l’ensemble des observa¬ 
tions, une prédominance des déplacements des raies vers le rouge. 
Si un tel déplacement systématique était établi avec certitude, 
par la moyenne d’un grand nombre d’observations, Fh^^pothèse 
de de Sitter devrait être préférée à celle d’Einstein. Pour le 
moment, il convient de rester dans l’expectative. 


112* Les conditions à Pinfini. 


Dans l’Univers tangent, prenons des coordonnées cartésiennes 
rectangulaires 

Xi = r sin6 sincp, 

X 2 = r sinô coscp, 

X3=rcos6, 

Xt = et. 

Si l’on effectue cette transformation dans les formules 


ds^ 


ds^ 


r2(<a?62-i-sin2 0 

(I + Er2)2 (I-Her-) ^ 

(Univers d’Einstein), 

dr^ r2(âf62-H sin^O^/epS) dt- 

(n-er2)2 (i_i_er2) “^(n_£r2j 

(Univers de Sitter), 
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de Tobservateur, les valeurs galiléennes 


(60-17) 


Galilée. 

—10 O O 
O — I O O 

O O —I O 

O O 0 4-1 


mais qu’à l’infini (r = cx)), les dégénèrent et prennent les 
valeurs suivantes : 


(61-17) 


Einstein. 
000 O 

000 O 
000 O 

0 0 0 4-1 


(62-17) 


De Sitter. 
0000 
0000 
0000 
0000 


Est-ce là une objection,à ces théories? Non, bien au contraire, le 
résultat est très satisfaisant, comme nous allons le montrer. 

Les équations qui expriment la loi de la gravitation sont des 
équations aux dérivées partielles qui ne déterminent les qu’à 
des fonctions prés, et ces fonctions sont elles-mêmes déterminées 
par les conditions aux limites, c’est-à-dire par les conditions à 
l’infini (à l’infini pour l’observateur, r = 00). 

Revenons, pour un instant, à la loi primitive d’Einstein (X = 0) ; 
l’Espace-Temps est supposé euclidien à distance infinie de toute 
matière. Admettons que l’observateur puisse choisir un système 
de référence dans lequel, en coordonnées rectangulaires, les 
aient, à l’infini, les valeurs galiléennes. Si maintenant l’observa¬ 
teur change de système de référence, en rapportant les événe¬ 
ments à un système accéléré par rapport au premier, les valeurs 
limites des g^^ ne restent pas invariantes. L’observateur peut 
donc distinguer les divers systèmes par les valeurs limites des^i^vj 
et les systèmes pour lesquels les ont des valeurs galiléennes 
apparaissent comme plus remarquables que les autres, parce que 
les valeurs aux limites sont les plus simples. 

Mais cette variabilité des conditions aux limites à distance 
infinie de toute matière est inadmissible, car dans l’espace vide et 
géométriquement homogène (euclidien), rien ne peut distinguer 
un système d’un autre. Il est nécessaire que les valeurs limites 
des g^y soient indépendantes du système de référence. 
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Cette condition d’invariance aux limites est la raison profonde 
pour laquelle Einstein a modifié la loi qu’il avait d’abord donnée : 
elle l’a conduit à introduire le terme et à émettre T hypo¬ 

thèse de l’espace fermé. Les considérations basées, sur les pro¬ 
priétés du tenseur d’énergie électromagnétique n’ont été données 
que plus tard par Einstein. 

On peut envisager la question sous un autre aspect. 11 n’y a pas 
de différence essentielle entre la gravitation et l’inertie : leurs 
effets combinés se traduisent par l’existence du tenseur fonda¬ 
mental Nous savons qu’au voisinage d’une masse matérielle^ 
les sont légèrement modifiés, mais dans les valeurs totales 
des doit-on faire la part de l’effet de la matière mondiale et 
de quelque chose qu’on pourrait appeler de Vinertie pure? cette 
dernière part serait donnée par les valeurs des à l’infini. 

Comme dit Einstein (^) : « Dans une théorie logique de la rela¬ 
tivité, il ne peut y avoir une inertie relativement à V a espace »; il 
n’y a qu’une inertie des masses par rapport aux autres masses. Si 
l’on éloignait une masse à distance infinie des autres masses, son 
inertie devrait s’annuler. » 

D’après ce postulat de la relativité de Vinertie^ les g^^ doivent 
s’annuler à l’infini. 

La solution de de Sitter ((>2-17) répond seule à cette con¬ 
dition, du moins d’une façon complète. C’est la relativité dans 
toute sa plénitude. Les valeurs limites des g^.^ sont nulles pour 
toutes les transformations. 

Dans, la solution d’Einstein (61-17) les valeurs limites des g^,^ 
sont invariantes pour toutes les transformations pour lesquelles 
(à l’infini) t’ t. Le système d’Einstein ne satisfait au postulat de 
la relativité que si ce postulat est applicjué à l’espaco^. tridimen¬ 
sionnel; en d’autres termes : si nous concevons qu’un espace 
^25 -^b) avec de la matière mondiale soit en mouvement dans un 
espace absolu, ce mouvement ne peut pas être décelé; tous les 
mouvements observables sont relatifs à l’espace avec 

sa matière mondiale, et non relatifs à l’espace absolu. La matière 
mondiale vient ainsi remplacer l’espace absolu de la théorie de 
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Newton et constitue un « système d’inertie ». La relativité de 
llnertie n’est obtenue cju’en envisageant un « temps d’Univers 
absolu ». Quant au temps /nésa/'e, il diffère plus ou moins de ce 
temps absolu, selon l’état de mouvement de Tobservateur par 
rapport au système d’inertie. 

113* L’accélération et la rotation. 

Dès le début de la théorie de la relativité, nous avons insisté 
sur le fait que toute accélération semble posséder un caractère 
absolu. Alors qu’on ne peut pas mettre en évidence un mouve- 
ment de translation uniforme de la Terre dans l’espace, le compas 
gyroscopique permet de déterminer les pôles de la Terre, l’expé¬ 
rience de Foucault permet de mesurer sa rotation, et celte rota¬ 
tion est la même que celle qu’on observe d’après le mouvement 
apparent des étoiles. 

L’explication est la suivante : les lignes d’Univers naturelles ou 
géodésiques ont une signification absolue dans l’Espace-Temps : 
elles sont déterminées par la structure géométrique de l’Univefs. 
En tout point-événement d’Univers, il existe un Univers tangent, 
l’Univers euclidien de l’observateur en chute libre; dans un sys¬ 
tème de référence lié à cet observateur, ou dans un système en 
translation uniforme par rapport à lui, les géodésiques peuvent 
être à très peu près confondues avec des droites d’Univers dans 
une grande étendue. Le mouvement de translation uniforme n’a 
aucun caractère absolu parce qu’il conserve aux géodésiques leur 
forme rectiligne : il ne peut pas être déterminé par ï'apport aux 
géodésiques. Au contraire, toute accélération et en particulier 
toute rotation par rapport à ces lignes d’Univers a une réalité 
objective : c’est cette réalité qui est observée avec le pendule de 
Foucault dans le cas de la Terre. 

« La vitesse, dit Eddington (Q, c’est l.e rapport de certaines 
composantes de T^^ deux à deux; elle n’existe que si n’est pas 
nul. La matière (ou l’énergie électromagnétique) est donc la seule 
chose qui puisse avoir une vitesse par rapport au système de 
référence. La vitesse de la structure d’Univei'S c’est-à-dirc des 



3o4 DEUXIÈME PARTIE. — LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 

i*égions où s’annule, est de la forme indéterminée Au 
contraire, l’accélération et la rotation sont définies au moyen 
des elles existent partout où ceux-ci existent; la structure 
d’Univers a par suite une accélération et une rotation bien déter¬ 
minées par rapport au système de référence. » 

La structure d’Univers étant entièrement fixée par la matière 
mondiale, on peut dire encore que l’accélération et la rotation sont 
relatives à l’ensemble de cette matière, relatives au système que 
nous avons appelé plus haut système cVinertie. . 

On voit que l’accélération est une entité plus simple et d’un 
caractère bien plus universel que la vitesse; l’accélération peut être 
définie partout; la vitesse ne se rencontre que dans les régions où 
la présence de matière vient compliquer la structure. 

114. La structure d’Univers et l’éther. 

L’Univers possède une structure géométrique connexe de la 
présence de matière, puisque le champ de gravitation qui règne 
au voisinage de la matière n’est autre chose qu’une déformation 
de l’espace et du temps. Dans la matière (envisagée sous l’aspect 
macroscopique), la variation de courbure est proportionnelle à la 
densité (R — Ro = xûo); dans le vide, l’espace et le temps sont 
modifiés par le voisinage de la matière, bien que la courbure totale 
soit partout la même (R == Ro). 

Si l’on cherche à préciser la relation qui doit exister entre la 
structure' de l’Espace-Temps et la matière, deux points de vue 
opposés peuvent être envisagés. 

1^ On peut attribuer à la matière, ou plus exactement aux 
électrons qui la composent, un rôle primordial. Ce point de vue 
paraît conforme à la conception de l’Univers cylindrique d’Einstein. 
En effet, dans l’hypothèse d’Einstein, la courbure d’ensemble de 
r Univers est déterminée par la quantité totale de matière exis¬ 
tante [(80-17), n° 109 J 
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matière crée, en quelque sorte, l’espace qui la contient, et s’il n’y 
avait pas de matière, il n’y aurait pas d’Univers. L’influence de la 
matière est probablement plus compliquée qu’il ne semble à pre¬ 
mière vue d’après la formule précédente, car z dépend sans doute 
deM. 

2® Une autre théorie, soutenue par Eddington, est la suivante : 
Je préfère, dit Eddington, regarder la matière et l’énergie, non 
pas comme des facteurs produisant les différents degrés de cour¬ 
bure de l’espace, mais comme des éléments de perception de cette 
courbure. » 

Cette manière de voir est en accord avec la solution de (iç Siiler, 
puisque p = o signifie que la matière existante n’intervient en rien 
pour déterminer la courbure totale dans toute région vide, et 
n’influe pas sur la force d’ensemble, ni sur les dimensions de 
l’Univers. L’Univers a une courbure naturelle; la matière corres¬ 
pond, localement, à des sortes de montagnes ou de rides, mais 
dans son ensemble l’Univers est bien moins altéré par les irrégu¬ 
larités locales que ne l’est la Terre par le relief du sol. D’après 
cette théorie, on pourrait concevoir un Univers vide de matière. 

Dans cette hypothèse de la courbure naturelle, les lois 
deviennent, conformément à la conception déjà indiquée (n-® 83 et 
103 ), des identifications de grandeurs physiques avec des graadeurs 
géométriques et l’on peut les considérer comme des définitions 
des grandeurs physiques (Eddington). 

Si la courbure totale est Rq (^Ro= si, de plus, le ten¬ 

seur Rav— T RoéV est nul, nous disons qu'il y a le vide; cette 

structure se manifeste à nous sous un aspect particulier que nous 
appelons le vide : c’est une définition du vide. Si maintenant la 

courbure totale est Rq, mais si R^.^ n’est plus égal a ^^eus 

disons qu’il y a de l’énergie libre (énergie électromagnétique); 
enfin, si dans une région la courbure totale R est différente de la 
courbure Rq du vide, nous s.6mmes en présence d’une structure 
géométrique que nos sens distinguent des autres structui'es et nous 
exprimons nos sensations en disant que la région considérée est 

remplie de matière; le scalaire géométrique ^ (R — Ro) est une 
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grandetir qui s’identifie avec la grandeur physique que nous appe¬ 
lons la densité propre pQ. 

La matière est un indice^ dit Eddlngton^ et non une 
cause.,.. La matière et le mouvement sont des aspects de la cour¬ 
bure d’Univers_ La loi de gravitation (la loi dans le vide) n’est 

pas une loi, si l’on entend par ce mot une limitation de la manière 
dont peut se comporter le substratum universel; ce n’est simple¬ 
ment qu’une définition du vide. Nous n’avons pas besoin de consi¬ 
dérer la matière comme une entité étrangère, cause de perturl)alions 
dans le champ de gravitation; la perturbation, c’est la matière 
elle-même. » 

Le rôle primordial est donc attribué à rEspace-Temj^s, dont les 
divers éta.ts de structure nous apparaissent sous des aspects que 
nos sens distinguent les uns des autres, et auxquels nous avons 
donné les noms de vide^ rayonnement.^ matière. 

Cette manière de voir est très séduisante par sa logique et sa 
simplicité. 

C’est un l'etour à l’hypothèse d’un u substi'atum universel •», de 
l’éthcr par conséquent, mais combien cet éther est différent de 
celui des anciennes théories! 

On avait admis autrefois que l’espace était rempli d’un milieu 
€{ui propageait la lumière par déformations élastiques, comme la 
matière propage le son. On avait été conduit à attribuer à féther 
des propriétés quasi matérielles. Cependant pei^sonne ne l'éussit à 
imaginer, avec un tel éther, un modèle mécanique capable de 
fournir une interprétaiion satisfaisante des lois du champ électro¬ 
magnétique. Comme dit Einstein (‘)5 « les lois étaient claires et 
simples, les interprétations mécaniques lourdes et contradictoires ». 

Avec Hertz, la matière apparaît non seulement comme substratum 
des propriétés mécaniques, mais comme substratum de champs 
électromagnétiques. Mais les champs électromagnétiques se mani¬ 
festant aussi dans le vide, l’éther lui aussi apparaît comme sub¬ 
stratum de champs électromagnétiques. Il n’y a plus guère de 
distinction entre la matière et l’éther, doués tous deux à la fois de 
propriétés mécaniques et de propriétés électromagnétiques. 


(^) A. Einstèin, Véther et la théorie de la relatwité. Traduction française 
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Lorentz réalisa un progrès considérable en « dépouillant rétlier » 
de ses propriétés mécaniques et la matière de ses propriétés élec¬ 
tromagnétiques. Non seulement dans l’espace vide, mais aussi à 
l’intérieur de la matière, Téther seul est le siège des champs élec¬ 
tromagnétiques )) (Einstein). Les particules élémentaires qui 
composent la matière sont seules capables de se mouvoir; leurs 
mouvements constituent les courants de convection. Lorentz 
réussit à représenter toute action électromagnétique par les équa¬ 
tions des champs dans le vide, établies par Maxwell, en ajoutant 
simplement le courant de convection au courant de déplacement 
38 , éq. 21-8). 

On peut dire, avec Einstein, que rimmobilité est la seule pro¬ 
priété mécanique que Loi'entz ait laissée à Féther. 

La théorie de la relativité restreinte, a enlevé à Féther cette 
dernière propriété. Si Féther immobile existe, un système de 
référence qui lui est lié n’a aucune propriété particulière, ne se 
distingue en rien d’un autre système en mouvement non accéléré. 
L'éther n’a donc plus aucune propriété mécanique. L'iiypothèse 
de son existence n’est pas nécessaire, car on peut admettre que 
les champs électromagnétiques ne représentent pas Fétat d’un 
milieu substantiel, qu’ils sont des réalités iiTéductiblos à quelque 
chose de plus simple, réalités qui ne sont liées à aucun substratum, 
de même que les électrons. Comme la matière, en effet, le rayon¬ 
nement est doué de quantité de mouvement et transporte de 
l’énergie. 

Mais ceci est le point de vue de la relativité restreinle : la rela¬ 
tivité généralisée nous montre que, dans la négation absolue de 
l’existence de Féther, il y a un danger : celui de faire croire que 
l’espace vide est dénué de toute propriété physique. Tant què le 
principe de relativité avait été restreint.au mouvement de transla¬ 
tion uniforme, on pouvait le penser; cependant la réalité de Facçé- 
lération et de la rotation n’est pas d’accord avec cette conception, 
et la relativité généralisée établit nettement que Vespace vide de 
matière ïi^est pas amorphe. La théorie de la relativité ramène la 
mécanique et la physique à la géométrie riemannienne, et prouve 
que l’Univers possède des propriétés métriques en relation avec la 
matière présente ou la matière avoisinante. Ces propriétés sont 
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dix poteiidels de graviLatlon et aussi, comme nous le verrons 
bientôt, par les valeurs des quatre potentiels du champ électro¬ 
magnétique. 

On doit donc, aussi bien dans rhvpotlièse cosmologique 
d’Einstein que dans celle de de Sitter, écarter la conception que 
l’espace serait physiquement vide, au sens du néant al^solu ; il faut, 
non pas supprimer l’éther, mais donner une forme nouvelle à la 
notion du substratum univei'sel : l’étlier de la relativité n’a rien de 
commun avec Téther de la théorie de Fresnel (’) : c’est « un 
milieu privé de toutes les propriétés mécaniques et cinématiques, 
mais qui détermine les phénomènes mécaniques et électromagné¬ 
tiques » (Einstein). 

D’après les idées actuelles d’Einstein, l’éther <( détermine les 
relations métriques dans le continuum spatio-temporel, par 
exemple les possibilités de conhguration des'cor]3s solides aussi 
bien que les champs de gravitation ; mais nous ne savons ))as s’il 
joue un rôle essentiel dans la formation des particules élémentaires 
de Félectrlcité qui constituent la matièi'e ». 

Ce[)endant, les deiix extensions successives de la tliéorie 
d’Einstein, dues à Weyl et à Eddington (dont nous parlerons au 
Chapitre suivant), paraissent apporter une réponse à cette dernière 
question, celle de la formation des électrons. Grâce à l’union, en 
une géométrie unique, du champ de gravitation et du champ élec¬ 
tromagnétique, on conçoit que l’électron puisse être un état 
particulier de la structure d’Univers, de l’éther au sens qu’on doit 
attribuer aujoui'd’hui à ce mot. 

En résumé, l’espace possède des j.u'opriétés physiques, et l’on 
peut exprimer ce fait en disant qu’un a éther » existe. Mais u cet 
éther ne doit ])as être conçu comme étant doué de la jiropriélé qui 
caractérise les milieux pondérables, c’est-à-dire comme constitué 
de parties pouvant être suivies dans le temps : la notion de mou¬ 
vement ne doit pas lui être applicpiée » (Einstein). 

On peut dire encore que l’é.tber est incapalde de créer une 
division de l’Ünivers en espace et en temps (Eddington). 


( ‘ ) II serait préférable, pour éviter toute confusion, de le designer par un 
autre nom. Le mot éther évoque trop l’idée des anciennes théories. 
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UNION DU CHAMP 

DE GRAVITATION ET DU CHA.A1P ÉLECTROMAGNÉTIQUE. 
GÉOMÉTRIES DE WEYL ET DEDDINGTON. 


115. Généralisation de la théorie d’Einstein. 

LN'xislence ries phénomènes électromagnétiques et les lois qui 
I(\s régissent s’accordent parfaitement avec la théorie de la relati- 
\ilé; c<*tte tliéoi'ic a même pour origine la théorie de Maxwell dont 
elle esl la suite nécessaire (n® 16 ). Cependant, dans ce qui précède, 
le eliaiu]) de gravitation et le champ électromagnétique sont coni- 
plèlemcnt séparés en ce sens que l'électricité n'est pas rattachée à 
une pi’opjMélé géométriqLie de la structure d'Univers, cette struc- 
tur(.‘ étant entièrement représentée par les dix potentiels de gravi¬ 
tation gVr ha loi de la gravitation, aux points où se trouve de 
Uénergle éhaùroinagnétique, shjxprime bien par l'égalité d'un ten¬ 
seur de eourlnire cl du tenseur d’énergie électromagnétique, mais 
H u'en !‘esle |)as moins \ rai que ce sont toujours les valeurs des 
pot(vntlels qui e‘xprinient seules explicitement les propriétés 
géomélri(pies d<; UEspace-Temps. 

Ca‘ s(U‘ail un grand progrès si Ton pouvait unir, dans une même 
géométiae, le champ de gravitation et le champ électromagnétique. 
Cette fusion a été réalisée par H. Weyl (‘ ). 

Avant (lAborder les développements mathématiques, nous don¬ 
nerons une vue d’ensemble des idées qui conduisent à la générali¬ 
sation de la théorie cUEinstein. 

Procédant suivanl la méthode qui a été si féconde dans le déve- 


( ’ ) Jîcrlhi, SiiZKnf^sberü'hte, oo mai 191S d. Phydk, t. LIA, 1919, p- i<o; 

liduni^ Zt'il, Mdlerie (i9‘2i). 
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loppemenl progressif de la lliéorie de la relativité : suppression 
des axiomes et des restrictions non nécessaires, nous devons nous 
deinandei' si nous n’aurions pas conservé jusqu'à présent une 
restriction que la raison n’iiupose pas a priori, 

Elléctiveulent, nous avons laissé* subsister une liypotlièse arbi¬ 
traire : nous avons admis qu'on peut tou jours, en des points d’I. ni- 
vers dillérents, employer la même unité de mesure pour la com¬ 
paraison des intervalles. A première vue, il ne paraît pas y avoir 
d'ol)jection ; en un point d'Lnivers A, nous délinissons une unil<'‘ 
de longueur en elioisissant une règle étalon, règle qui peut aussî 
servir pour la mesure optique du temps si nous prenons coin nu* 
unité naturelle la vitesse de la lumière; il semble donc qu’en Irans- 
poi'tanl c‘n un autre point d^L nivers B une copie exacte de l’étalon 
choisi en V on puisse, en B, mesurer les intervalles élémentaires 
et faii'C la comparaison avec les intervalles mesurés en A. Sans 
doute, nous pouvons o[)érer de la sorte si deux copies exactes de 
V étalon,^ transportées de A en B par des chemins différents sont 
toujours Identiques au point B : c'est ce que nous avons implicite¬ 
ment admis; peu importe d'ailleurs de savoirs! l’unité ainsi déilnie 
en est riàdlemenl la même qu’en A — comme dit Eddington, 
c’est une question de pure métaphysique — ce qui nous intéresse, 
c’est de savoir si nous pouvons olitenir sans ambiguïté en B une 
longueur ([uc nous considérerons, par déiinition, comme repré¬ 
sentant la meme unité qu'au point A. 

C(‘pendant, rien ne prouve, aprioi'i,, que deux copies exactes de 
l'étalon choisi au point A, transportées en B par des voies diflé- 
rentes et avec des orientations diirérentes, soient identiques en B; 
en d'autres termes, rien ne |)rouveque la longueur soit intégral)l(o 
11 y a donc là une restriction qu’il faut sup}>rimer. 

Nous avons montré que le champ de gravitation correspond à 
la non-iiitégrabilité de la direction ( n"* 74 ); de même la non-inté- 
graliilité de la longueur doit caractériser un champ d’une autre 
nature : ne serait-ce pas le champ électromagnétique? 

- Si nous abandonnons l’hypothèse de l’intégrabilité de la lon- 
g'iieiir, il devient impossible de définir une unité valable en tous 
les points d’Linivers; il faut définir une unité, un étalon exact en 
chaque point de l’Espace-Temps ; nous appellerons jauge 
l’unité d’intervalle choisie en chaque point d’Univers, De meme 
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que le système de coordonnées est arbitraire, le système de 
jauges est arbitraire; il faut, dans le cas le plus générab 
dl\iser rL'ni\ ers en cellules qiiadridimensionnelles [)ar un système 
quelconque de coordonnées, et dans cliaque cellule Inliiiiment 
petite adopter une jauge. Les jauges sont seulement soumises à la 
condition qu'en deux cellules inliiiiment voisines les jauges soient 
inlinimeiit peu différentes, ce qui est possible car rambiguïté dis¬ 
paraît à la limite pour un déplacement inliiiiment petit. Dans la 
théorie primitive, où les jauges étaient supposées les memes par¬ 
tout, dix mesures dnntervalles ds autour dnm point permettaient 
d(‘ ([(‘terminer les dix potentiels correspondant au systénuî de 
coordonné(‘S employé, c’est-à-dire permettaient de décrire le champ 
de gravitation ; dans la théorie plus générale, (juatorze mesures 
vont èti'c nécessaires, comme nous allons le montrer, pour déter¬ 
miner les dix et quatre « potentiels » supplémentaires qui 
paraissent bien correspondre aux composantes du quadrivecteur 
P O te* n t i e 1 é 1 e c tro m a gné tique. 

Ce sont les quatorze potentiels et qui déiînissent la giuv 
métrie du système de coordonnées et du système de jauges choisis, 
et ([iii contiennent en eux la slriicture de l'Espaee-d’emps. 

116. La géométrie de Weyl. 

Faisons décrire à un vecteur A,j., par dêplacernent parallèle.^ 
un eout(.)ur fermé inliniiuent petit, limilanl rélémeiil de surface 
] d'api‘ès ( 7-1 i) sa variation est ( ') 

( i~\ S ) =: i P A= ~ R A P dS^"^. 

Comme est symétrique gauche par ]‘ap)){)rt à u. et p (n” 73), 

nous avons 

AVdAa= -aluveroAP-Apr/S''"T= o, 

w .) l l 

ce qui prouve que (/A,j. est orthogonal à 2 V., la loiig'tieur généra- 


P) Lr facU.'ur •- c'sl irilrocluù à de la soiniualion qui fait éerii'i' deiiîL 

fois cluM'uiic des couiposarUes du lenscuv ou a en effet 
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Usée du vecteur rvadonc pets changé (n'' 67 ); sa direction seule 
a varié. Ainsi la restriction admise a priori dans la géométrie 
(rEîiistein est que, par déplacement parallèle (c’est-à-dire tel que 
= U le long du parcours), la longueur généralisée ddin vec¬ 
teur Ay se conser\ e toujours, alors que la direction de ce \eeteur 
idiange lorsque l’Espace-Temps n’est pas euclidien o ). 

Supprimons celte restriction: il faut remplacer par un 

tenseur d’un type plus général *Ravo-p- Ce tenseur peut être 
décomposé en une somme de deux tenseurs et E|j.vG-p? le pre¬ 

mier symétrique gauche, le second symétrique en p. et g : il suffit 
en effet de poser 

l Bp.v-7p= q(*Rîj.vcrp— (symétrique gauche en [x et p), 

(•2-18) j ' 

/ i^^u.v7p= -('^U.v7p-+- *^*pv7a) (symétrique en p. et p). 

On peut donc écrire au lieu de (i-nS) 

( .)—18 ) c/Ap. = ™ — ( Bfxvcrp-H Fpvr7p )AP 

La \ariation devant être annidée quand le circuit est décrit une 
seconde fois, mais en sens inverse du premier parcours, le ten¬ 
seurR,et par suite les tenseurs Bet Eav^r. doixent être 
symétriques gauches en v et a-. 

Soit l la longueur généralisée de Ap, on a 

( / H— cil}~ =( A p, —i— ci A p^ ) ( A t** —i— ci A ) 

= Ap. A!-*'-h AtJ- <^Ap.-i- Ap. dA\^ 

= —i— 1 A g dA fj, 

ou, d’après (0-18), 

(4-i8j \lcll = ’^Rp.v7pAp<AP^/S'^'^= Fp.v^pAP'A? 

car Bp.vo-& étant symétrique gauche en p. et p, 

Ba.vapAîJ'Ap^/Sv'^—O. 

Ici, Weyl a adopté une limitation. 11 a supposé : 

d' Que Fp.v(7p décomposable en un produit §'p.pFv^; 

Que F.jct <2st le rotationnel d’un vecteur. 
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D’après la première condilion, (4-i8) devienl 


( 5-i8) 


A L dl 


<n 

i 


XV-k?) dS'"y= 

= - Fv, dS-''^. 

•1 


la variation de long ueur est donc proportionnelle à la longueur 
et indépendante de la direction du vecteur. 

La variation d un Aecteur qui décrit un contour fermé devant 
être déterminée par le contour lui-même, les difierenles surfaces 
limitées par ce contour doivent conduire à une même valeur 
de oAjj-, rintégrale de surface doit alors porter sur un rotationnel, 
d'où la seconde condition de Wejl. 

î^a raison de la limitation de eyl est la siiivanle. Supposons 
qifun vecteur nul soit transporté de A à B. D'après ( 5 -ï 8 ) sa 
longueur reste nulle quel que soit le chemin suivi; la longueur 
nulle est donc c|uelque chose d’absolu, et une perlurl)ation lumi¬ 
neuse a une trajectoire l;)ien définie, celle dont l'intervalle est 
constamment nul. Au contraire, d’après la formule générale (4-1 S), 
il n’existe pas de moyen unicjue permettant de définir en B un 
intervalle nul, et l’on se demande comment se propagera une per- 
tiu'bation lumineuse émise en B. 

Soit une l’ègie extrêmement courte, de longueur généralisée Z; 
déplaçons-la de quantités infiniment petites dx^s dx^^. cZxs, c/a:/,; 
jniisque 1 %^ est le rotationnel d'un vecteur, nous poinons écrire 


( (3-1 8 ) 


'IL 

T 


dxi -I- ç-i dx-i-'r- Çv dx:, = 'fu. 


Les étant quatre fonctions de point, composantes d’un \ ecteur 
d’Univers, qui ne sont déterminées qu'à des fonctions pt'èSj 
telles que dx^ soit une diJJ'érentielle totale. 

Il est vrai que y doit dépendre de l’ordre dans lequel on 

elï’ectue les déplacements, mais cette variation avec l’ordre des 
, , . . dl 

déplacements est infiniment petite par rapport a parce que 

rambiguïté provenant de la différence entre deux règles, primiti- 
Nement identiques en un point, transportées par des chemins 
dilïérents en uii autre point, doit disparaître à la limite quand les 
positions initiale et finale sont infiniment voisines et les chemins 
suivis infiniment petits. 
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Celle expression (6-i8) de ~ est analogue àTcxpression der/^-, 

inais c’est une forme linéaire au lieu d’une forme quadratique a\ ec 
quatre fondions au lien des dix fonctions 

Nous raisonnerons pour les cpy comme pour les les 

dépendent de la slrudLire de TEspace-Temps et du svslème de 
coordonnées ; les dépendent aussi d’une propriété intrinsèque (]e 
rEspac'e-Teuips et du système ,de jauges employé. De même que 
les ne peuvent pas prendre des valeurs complètement arliilraires 
par un clioix convenable de coordonnées (c'est ce qu’exprime ia 
loi de la gravitation), de même les doivent remplir une condition 
bien déterminée — doivent obéir à une loi — puisque ces potentiels 
dépendent d’une propriété intrinsèque de rLiiivers qui reste Inal- 
lérée par un changement du système de jauges. 

D'après (d-iS) nous avons jiar intégration 

/ r 

(7-18 ) Log- Y = j ?i -1- ^p2 <'èr.2-{- Ç:î düTii -h çv 

La longueur /, après un parcours entre A et B, sera indépen¬ 
dante du chemin suivi si 

çi dxi-h 0-2. dcr.>-+- dT:i-'T- g4 

est une différentielle totale,' c’est-à-dire si le rotationnel des 
est nul 

(b-i8i -— — O ou (et Iqj.viTo = O,). 

Faisons mainLeiiant Vhypothèse que les J'eprésentent le 
quadrivecteiir poteaiieL électvornagnéiique ; l’annulation du 
rotationnel exprime, d'après le premier groupe des éc[uations de 
Maxwell généralisées que les forces électriques et magné¬ 

tiques sont milles : la condition d’intégrahilité de la longueur 
ou la condition pour qu’on puisse comparer directement deux 
intervalles en deux points éloignés A et B est donc qu’on puisse 
passer de A à B sans rencontrer de champ électromagnétique. Si 
cette condition est réalisée, la géométrie précédemment exposée 
est sidlisante : la structure de l’Espace-Temps est exprimée par 
les «yv S’il y a champ électromagnétique, cette structure est 
expi'imée par quatorze potentiels : les dix qui décrivent les 
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])roprié!;és gravifîqiies et les quatre cp,j qui décrivent les |>ro]>riétés 
électromagnétiques. 

La lui à laquelle doi\ent obéir les est toute* trouvée : c’est la 
loi du eham]) électromagnétique exprimée sous forme tensorielle 
par la généralisation des équations de MawNell ( ij-io ). L’union de* 
cette loi et de la loi de la gravitalion constitue la loi générale de la 
structure d’Univers; la géométrie des et celle des cp,, sont 
maintenant unies en une seule et même géométrie. 

Puisque les ne sont déterminés qiéà des fonctions '>pjj, ju-ès, 
telles (pie soit une diflerentielle totale, on jieut ajouter au 

second mcmlire de (“-18) une fonction de point comjilétemonî 
ariiitrairc*. ce qui exprime précisément l’indétermination du 
systètue de jauges. (Liant au rotationnel Ly.^, il reste le ménu! 

malgia* cette indétermination puisque les sont nuis : 

cela sigiiilie que les forces éleclrir/ues et magnétiques sont indc^ 
pendantes du système de jauges. 

rSous av(.nis montré que la quadruple indétermination des coor¬ 
données conduit nécessairement à quatre identités, d'où résulte 
la conservation de rimpulsion-éncrgie. De même. Flndétermination 
du système de jauges doit avoir jiour consé([uence une loi supplé¬ 
mentaire de conservation ; nous connaissons celLi^ loi : elle 
exprime la conservation de Lélectricllé ( n'* 

Ainsi, il est tout à fait raisonnable de penser (pie la noii-lnté- 
giadubli* des longueurs est caractéristicpie du (‘hamp électro- 
rnagnéticpie, car précisément la suppression de la restri(‘tion 
illogique (|ui a\ail été conservée nous donne les quatre quan¬ 
tités dont nous a\ons besoin pour délinir complètement l’état 
de rE>pace-Tem[)s en chaque point. Il est difllcile de ne voir 
qu’une coïncidence dans un pareil résultat. 

Mais W ejl a encore conservé une restriction, puisqu’il a admis 
que la \ariation de la longueur (généralisée) ne dé}>end que du 
parcours suivi et qu’elle est indépendante de la manière dont a été 
lait le transport sur un inéiue parcours. Nous avons dit qu’il a cru 
cette condition nécessaire parce que sa suppression soulevait 
une grosse difliculté pour attribuer à la lumière une Irajecloire 
définie. 

Eddington a fait tomber la restriction de Weyl, la deimière qui 
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siibsistaÎL. Dans la théorie d'Eddinglon, rUnivers n'est assujetti 
qu’à la condition, évidemment nécessaire, de posséder une struc¬ 
ture géométrique; il paraît impossible de réduire da\anlage les 
hypothèses : c’est le moins qu'on puisse supposer. 


117. Théorie géométrique de PUnivers (EddiaciTon). 

Prendre un système de coordonnées signifie choisir quatre 
familles d’espaces pour diviser en cellules rUnivers quadrldi- 
menslonnel; clans chacune de ces familles, chacjue espace peut être 
(‘aractérisé par un nombre (c’est, en somme, faire un numéro- 
lage). 11 résulte de là qu’^/n déplaceirieiit âx^ est un exemple 
simple de vecteur absolu^ car les diirérenccs de coordonnées 
s’expi'imenl par des nonibres purs\ indépendants d(‘ tout syslèmo 
de jauges. 

Soit un vecteur absolu représentant un déplacement infini¬ 
ment petit au point d'Luiivers P. Si nous voulons que Tl ni\'ers 
ail une structui'e géométri([ue., il faut admettre (pihui un point P^ 
infiniment voisin de P nous pouvons trouver un dé|>laeement 
éîjuivalenl à ce déplacement n'est pas A'''*, car (comme au 
ip 70 ) il faut tenir compte d’une pseudo-variation de A^^' attri¬ 
buable au caractère curviligne des coordonnées, même si le 
vecteur est déplacé « sans variation absolue » ou cc par déplacement 
|)arallèle )>. Pour un déplacement dx^J infiniment petit du vec¬ 
teur A'-'y la pseudo-variation peut être limitée à une expression 
linéaire, parce cpie A'-' etc/^v sont infiniment jietits. Dans la lli('‘orie 
(rEinstein, cette pseudo-variation a pour- expf'ession (n'* 



Ici, le symbole de CliristoHel doit être remplacé par une fonction 
à trois indices que nous préciserons plus loin, et que nous dési¬ 
gnerons par r!^^; cette fonction n’est pas nécessairement un 
tenseur. La pseudo-variation s’écrit 


(9-18 ) 


- rÿaA“, 
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CL, par déplacement parallèle, on a 

('0-i8i O. 

P' P; 



Pi 


étant un déplacement infiniment petit PPi = qui par 

déplacement parallèle devient P'P'^, la condition pour qifon 
arrive au même point P^ en interchangeant les deux dépiacemenls 
dx^i est 

_pP- 

La symélpic en v cl a de est la condition pour que la géométrie 
soit « affine /> ; elle exprime que fUnivers possède en cliaque {)oint 
un C nivers euclidien tangent. 


Le tenseur de Rlemann-Christo[fel généralisé. — Faisons 
maintenant décrire au vecteur A^* un circuit fermé très petit, par 
déplacement parallèle; nous pouvons répéter identiquement les 
calculs du 11° 7 i, en remplaçant les symboles de ChristoflVl par 
les 1\ et nous ol)tenons, au lieu de ( o-i i). 


(i I-l.S ) 


oAlA 



X9dS''^, 


en posant 

(f A-I8 ) 



L’aire à laquelle s’étcuid fintégrale double doit être très petite, 
car le vecteur A!-** n’est défini que sur le contour; toute ambiguïté 
est évitée si faire est infiniment petite et Ton a 


(l3-l8 ; 


dMJ-= 

O P 


r/A'^' est un vecteur, car c’est la variation de A''*' quand on est 
revenu au point de départ, Ap est un vecteur, 

dXfj) 

est un tenseur, par conséquent *R^v'7 <-‘st un tenseur, et c’est un 
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tendeur absolu, car nous ii'avons eu à faire intervenir aucun svs- 
lèine (le jauges. 

Ce tenseur est la généraiisation du tenseur de Pdemann-Gliris- 
tolï'el, les svmboles de CliristofTel étant remplacés par les F. 

Contractons nous obtenons la généralisation du ten¬ 

seur Rr,v 

( 1 4 U b I R^v ~ Rsvo- = -— 1 fjQ ---Rvo H~ Fva Fto — Ra • 

Ces deux (enseurs absolus et *R.^v traduisent les pro¬ 

priétés intrinsèques du continuum. f)n iien voit pas ddiuires 
qui jouissent des niénies pjropriétés. 

Pour introduire les il nous faut adopter un système de 

jauges cjLieicoïKjue, mais déiini. Nous délinissons la longueur l 
d’un d<'‘[)iacement pai* 

(IJ-lSl /2=r gy., AP' A'^ 

/-est un in\ arianl à Fégard du systém<‘ de (‘oordoniiées : est 

un l i• ns{‘ U r sym(Hri cju e. 

l 11 syslènu* de eooi'doniK'es étant adopté, les A'*'' sont des 
nombres pui‘s. mais /- déjiend, par lius du s) sUunc de jauges. 

La longueur iidusl donc pas un invariant absolu ; c'est uiu* (uaii- 
seiilion purtunent g('‘oniétri(|ue et non une notion p}iysi(|ue. 
lin|)rimons à A'^' un dé[)lacemenl parallèle' le long de nous 

a\()ns 

( r(i-i8) , = [jj- A«. AV-i_ ,vv !« A'v.j 

= ( —^ — ,S''a'dAa— Aî^'A'*' dxrj [d’après ( io-i8)| 

OU, en écrivant 

P _ ..a 

I — g I : 

( I J— I b ) et{l~ ) = f ——^-l (jy, V — JVv.u-') -Al-*' A'*' d.Vfj. 

\ OXr; ‘ ’ ' / 

Puiscjue (./(/- ) esl un in\ariant (à Fégard du système de coor¬ 
données), la (juantité entre parenthèses est un tenseur; désignons 
celiu-ci par ,7 (symétrique en p. et v) 

‘i''■p[j.v,-7 — - 7 — — 1 <7a,v — t crv.tj.. 


riiAî*. Win. 
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- .1 V[J.,<T —• l'v,j [J,, 

<}J\ 


- ^ iJ.V,'7- l'[r<7,V. 


!)<• ers trois (l(‘riiirr<As rqnalions on dcdiiit 0 a[:i,y <^dant syinclriquc 

rn 7. «*t jJ ) 

( 1 I . I 4- — — j — ï,x,,v — 'rv^.lJ. -H !f !J,VA. 

f'osoiis 

Sol un I i'nsi'ur s wnrl ri([U(‘ (‘Il [A (‘I V ; nous oblmioiis 

,, I 1 c 

« [J-V.-T - ^ I H- ^txv,<7, 


f 1 1 S ) 


(*l, <‘11 jiosaul 

( • > ■ >, i .s I 

; ■»■; iX ) 


^[j.v.'T -. A’rrx Sij.v , 


\ U.V ) 

' ; esl nH'a- 


L(’ syinhoh* dr ( 'ffri.sfo//(d yé/icfdtisr ou 

riant d i'ryard du $y^trn\e dr /(tuyes^ nw h's T oui «'‘lé iiilro- 
(luils MOIS que (•(‘ s\slrin<‘ iuI(‘l’viculuî (()-i(S). Au (‘.ouïrai i‘(.i 1(‘ 
Icuscur U (*sl pas absolu, car ^/(/- ) (l(‘p(‘U(i (1(‘ la jau^'(‘. 

Si uou.s prenons pour r/ b‘ produit (b* par un. V(;ct<'ur, 
u.'U->, obicuons la LM'oiiu'trir (1<‘ \V(‘n 1, mais, av(‘c iMbbiij^lon, nous 
Mippnimms rrllc r<‘.si rir 1 1 o ii. 
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alisé conlraclé s’écrit 

= Rjj.v "4“ ^ — ( S fxv } rr “f" S ^ P U. — - 9 oc ^ [J-v ? 

;,j = Si’j.: cp/j.'^= dérivée cov. de 

re *R a pour expressi(')n 
= R -f- •>, cpij -f- -h Sva.f:S -f- ‘A 

A;j. = — 

ler que 2^p,x —'x,j sont des vecteurs dift'crents; 

;ni])e iini^ des places symétriques, ce qui n'a pas 

'* ^'7u.,a — ^r7[J. 6t —Xjj. = Sa<7,|j. = S or,a* 

n de *B-,j.v 7 tous les termes sont sjmélriqaics en u 
îc rivons 

"4~ — 9'^-^')» 

S.unéti'iqîie. Syiiuuriquc 

g:auclie. 


* 1 i (J.v = rj/y -f- F txv :• 


seur symétrique et étant le tenseur symétrique 


F 


;j.'/ 



ÔXy 


d'f V 
ÔXt}. 


*Rav- 




Fu.v = 


'■Rav— My, 


V|1 


's absolus. 

R:xv7s se divise de même en deux tenseurs {voir 


Rji.v'To — R[J.va‘p"4” Fjj.vpo-, 
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Gtanl symélrique gauche et sjmélrique en u. et p; ils 

sont tous deux syniétrlqnés gauches en v et g-. 

La variation cLun vecteur se trouve ainsi mise sous la forme pré¬ 
cédemment donnée (3-i(S), et si / est la longueur généralisée du 
vecteur, on a, par déplacement parallèle le long d'un contour 
Infiniment petit limitant rélément de surface fécj nation ( i-i 8) 

Si / dl “ [■• A.H* .\P 

On peut vérifier cjue 

( 3 4-1 S ,) F[j.vo-jii — ( 9 ap,v )r> — ( )v 

Ou doit remarquer que ni *Pv,j,vcroi Pu-vrro? Fp-vero <^F:‘S 

tenseurs alisolus, car les doivent intm'vcnir pour aiiaisser 

l’indice p. Le scalaire *Pi. n’est pas non plus un invariant absolu. 

Tenseiü\^ absolus et co-tensem's. — On voit, par ce qui jiré- 
céde, ([ii’il faut distinguer les tenseurs alisolus indéjiendants dt^ 
tout système de jauges et les tenseurs cpii varient avec les jauges 
(pour un môme système de coordonnées, c’est-à-dire pour unc^ 
même division de l’Espace-Temps im cellules qnadridimension- 
nelles i. 

Supposons ([ifon ait adopté un système de coordonnées (rapjxï- 
lons que les sont des nombres [uirs) et un. système de jauges; 
nous avons, comm(‘ dans la théorie (fEinstein ( d’après la délini- 
t ion I 0-1 S ). 

(h- ~ clxu. 

Conservant la ménuî ilivision eu cellules (hî meme système de coor¬ 
données). changeons maintenant le système de jauges, et à cet 
elfel divisons runité d’intervalle en chaque point d’LUiivers par 
une fonction de point (arbitraire) fn] le nombre exprimant ds~ 
est multi|:)lié par n. En accentuant les cpiantitcis mesurées avec les 
nouvelles jauges, nous avons 

ds'- = dx^i, dj\f — n ds^ = ng,i^j dxy, dx^j. 

D'où 

L(‘ tenseur des est donc muitij)lié jmr. nous dirons qu’il 
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est de dimension i ; le tenseur des est multiplié par n~^ : il 
est de dimension — i ; le déterminant multiplié par /r'* est de 
dimension 4? Quand on fait passer un indice de bas eu 

liant ou de haut en bas, on diminue ou Ton augmente d'une unité 
la dimension d'un tenseur. 

Ainsi, un tenseur a pour dimension l'exposant de la puissance 
de n par laquelle il est multiplié dans un changement de tontes les 
jauges, celles-ci étant divisées par y//z. Les tenseurs absolus sont 
de dimension* zéro; les tenseurs dont la dimension n'est pas nulle 
sont appelés co-tenseui's. 

Les tenseurs 

h [JLV 

sont, comme nous l’avons vu, des tenseurs absolus. 

Les tenseurs 

IL.V'Tp? 

sont des co-teiiseurs de dimension -|- i. 


Invariants absolus et co-in^ariants. — On distinguer fie même 
les invariants alisolus, indépendants de tout système de jauges 
(ylimension zéro), et les co-invariants dont la dimension est repré¬ 
sentée par l’exposant de la puissance de /^ par laquelle il faut les 
multiplier quand les jauges unités sont divisées par \/n. 
Proposons-nous de chercher les invariants absolus. 

11 n’existe pas de fonction invariante absolue des potentiels, mais 
on peut trouver des densités invariantes absolues. 

—« est de dimension -f- 2 ; par conséquent en multipliant Q —g 
par des co-invariants de dimension — 2 nous formons de.^ densités 
invariantes de dimension zéro, c’est-à-dire indépendantes du sys¬ 
tème de jauges. IjCS exju'essions suivantes sonl donc des densités 
invariantes absolues : 




jxv h \b- 


11 existe deux autres densités invariantes absolues basées sur le 
tenseur fondamental du sixième ordre; elles sont d’ailleurs iden¬ 
tiques entre elles : 
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il y a peut-être encore une autre densité invariante absolue déi‘i\ ée 
<lc 

Ainsi le nombre des caractères dXaii\ers distincts dont lescom- 
iiinaisons peiu eut sAxprimer jjar des nombres purs^ indépendants 
<le tout système de coordonnées et dt‘ jauges, est très restreint et 
ne paraît pas dépasser 6. 

AVeyl a fait remarquer que c^esC seulement dans un Unieers et 
nombre pair de dimensions (^’ ) que les tenseurs fondamentauæ 
donnent naissance à des densités invariantes absolues. XJu 
invariant a, en effet, toujours une dimension représentée jiar un 
nombre entier; or une densité invariante absolue s’ol:>tient en 
multipliant une puissance convenable de T invariant ])ar y/— g-; 
\/ — P ayant ]30ur dimension ^ dans un L iiiN crs à p dimensions, 
le produit obtenu ne pourra être de dimension zéro que si p est 
[)air. 

Un Univers à nomiire Impair de dimensions n’auralt aucun 
('aractère absolu et nous ne saurions riinaglner. 

En plus des densités invariantes absolues, qui sont des cai'aeté'- 
ristiques absolues de TUnivers en chaque point, nous pouvons 
former un Invai'iant alisolu simple lié à un déplacement A'"'* (di¬ 
mension zéro) : 

Aj)rès celui-ci, Tinvariant le moins compliqué est 

Sans douUq d’autiais combinaisons pourraient être imaginées, 
mais elles seraient très conqiliquées. 

118. Théorie physique de FUnivers. Identification phy¬ 
sique des tenseurs, vecteurs et invariants de la théorie 
géométrique (Eddington). 

Le système de jauges naturel .— Soit A'éun déplacement infi- 


(') Il CSL il peine liesoin de faire remarquer que le mot c dimension » est 
emplo^'é dans deux sens absolument différents selon qu'il s'agit des dimensions 
de rUnivers ou de ce qui vient d'étre appelé dimension d’un tenseur. 
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niment petit en un point d'Univers; c’est un nombre pur (dimen- | 

sion zéro), et nous avons défini sa longueur par i 

/2= (diiueusion i), r 

1 

mais cette longueur n’est invariante que par rapport au système de ; 

coordonnées. î 

Si nous vouions que les ne soient pas quelconques, qu’ils 
se trouvent contenus dans la géométrie de F Univers, en d’autres i 

termes que la longueur cesse d’etre une convention géométrique 
pour devenir une entité phj’sique, il faut que /- soit un invariant 
absolu. 

Autrement dit : le minimum d’hypothèses qu’on paisse faire sur ; 

la structure d’Unlvers est qu’il existe des éléments objectifs (inter- 1 

valles) indépendants de ceux qui peuvent les observer (indépen- ■ 

dants du système de coordonnées-jauges). Il est donc naturel de 
chercher à rejjrésenter ces éléments absolus par des invariants i 

absolus; dès lors, le carré de l’intervalle == 

être identifié avec un in\ariant aljsolu quadratique, s’il y en a un. i 

Précisément, nous venons de voir (o5-iS) qu’il en existe un et un | 

seul nous [losons donc | 

ds- = dx^i = y * ~ T Fu.v diTij, dx^^^ 'j 

d’ou ' ' , i 

(36-18 j Btj.v = i 

i 

i 

A étant une constante universelle (de dimension — i, puisque 1 

est de dimension i). Cette constante nous laisse libres d’adopter : 

telle unité de longueur que nous voulons (centimètre, mètre, etc.) | 

en un point d’Uni\ers déterminé; runité de temps est le lemps f 

dans lequel la lumière parcourt cette unité de longueur, et jiar 
conséquent nous prenons pour unité la vitesse de la lumière. Ce ; 

clioix étant fait en un point, les jauges en tousles jioints d’Univers ; 

sont fixé e s p ar 1 a c on d i t i o n ( 3 (5- 18 ). i 

La ddférence qui sépare du tenseur de la théorie • 

d’Einstein provient des termes issus de ; nous verrons que ce y 

tenseur s’identifie un ec « quelque cliose » d’électromagnétique, . 

Plus le champ électromagnétique est faible, c’est-à-dire plus l’es- | 

pace est vide, plus est voisin de R|j.v Dans le vide complet, I 
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Féqualion fixant le système de jauges est 

( 07 --I s ) iîu.v — = O. 

C’est j3récisémenl la loi d’Einstein (1 5-1 j ). Nous obtenons donc 
la loi de la gravitation dans le vide d’une façon absolument indé¬ 
pendante des considérations développées dans la théorie jirimi- 
live. 

Ce résultat nous montre que, dans le vide^ c’est-à-dire partout où 
il n’y a ri(m (F « ('declromagnétique » FUnivers est jaugé, d'après 
Einstein, conformément à (d-j-iSj : en transportant les étalons 
(Fun point à un autre pour la comparaison des interNailes, on 
emploie 1(‘ système de jauges naturel. 

Propdg'ation de la lumière, — Une perturbation lumineuse 
issue d’un point occupe dans FCnivers un cône qui doit satisfaire 
une équation d(‘ la forme 

( 3y -18 ) dxij. dxsi = o. 

Comme ce cône est bien déterminé et iFa aucun rapport avec un 
système quelconque de coordonnées ou de jauges, il est nécessaire 
soit un invariant absolu, et par conséquent que a,j,v 
soit un tenseur alisolu. Ce ne peut être que a où a est une 
fonction des coordonnées. On a donc, pour équation du cône lumi- 
ne ux, 

( 3 ()- 18 ) ce * H (XV dx>j = a l>av dxu, dx^, = < >. 

Nous voyons que, dans la théorie cFEinstein où la propagation 
de la lumière s’exprime par == o, FL'nivers est jaugé 

(X)nformément à Fé([uation 

I 

(4o-l8) r>av=-A'‘av‘ 

Nous avons le droit d’écrire cette équation partout où la lumière 
se projiage, c’est-à-dire partout où il existe un Univers tangent, 
autrement dit en tout point, sauf à l’intérieur de l’électron si 
celui-ci est un point singulier, a pourrait être une fonction de 
point, mais la condition de jaugage dans le vide (^ 7 - 18 ) ou la 
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i de la gravitation dans le vide — nous montre que 

I 

- = A = const. 

a 

Nous pouvons donc conclure que partout où la lumière peut sc 
propagei', le jaugage employé dans la théorie d’Einstein est le jau- 
aai>e naturel. 

O !ri 

Ainsi Eddington a réussi à supprimer la difliculté qui avait con¬ 
duit Wevl à poser F,jv^p = de manière que la longueur 

nulle reste nulle quel que soit le déplacement. Dans la tliéorie 
d’Eddington, une longueur nulle peut ne pas rester nulle par dépla¬ 
cement parallèle, mais cette généralisation de la théorie n’apporte 
aucune ambiguïté pour la propagation de la lumière, parce que le 
cône lumineux est défini parla seule équation invariante absolue 
tfii'on {misse former. La condition qui exprime que ce cône cor¬ 
respond à la longueur nulle, condition nécessaire pour qiuî hi 
trajectoire du rayon lumineux nous apparaisse comme déterminée 
est précisément celle qui sert de base pour la détermination du 
système de jauges naturel. 

La courbure consUinte. — Avec le système de jauges naturel^ 
rFni\ers possède une coiirliure constante; prenant les scalaires 
des deux membres de (ob-nS) on a, en effet 

(4i-i8) H = 

qui dans le vide, devient R = 4^'* 

Il est bien évident que la constante a ne saurait être nulle, c’est- 
à-dire ((ue les dimensions de T Unix ers ne peuvent être infinies par 
rapport à nos systèmes de mesures, car il n'y auiait plus lîc syslènu! 
de jauges naturel. Suivant les termes d’Eddington a il n’v aurait 
aucune jauge naturelle pour déterminer, |>ar exemple, les dimen¬ 
sions d'un électron; l’électron ne pourrait saxoir quelle grandeur 
il devrait prendre s’il n’avait plus de point de comparaison ». 

Nous sommes donc conduits, plus logiquement et plus directe¬ 
ment que dans la théorie primitive, à la conception de la courbure 
conslanie et de l’espace fini: L’Univers jaiigé dans le système 
naturel est nécessairement à courbure ( *R) constante, puisque 
cette condition est imposée parcelle qui détermine le système de 
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joLiges. Cela revient à dire que le système naturel consiste à 
prendre pour jauge en chaque point le rayon de courbure de l'L ni- 
\ers, ou encore (pie tout instrument de mesure, tout objet est une 
portion dcUerminée et constante de rUnivers: que tout électron 
doit avoir ])Our rayon une fraction constante du ra^’on de courbure 
d'L ni\ers au point où il se trouve. Si le rayon d’Lnivers changeait 
d’un point à l’autre — par rapport à un sur-étalon que nous ne 
saurions d'ailleurs imaginer — l’électron, nos instruments, nous- 
mêmes, tout cliangcrait dans le meme rapport : par conséquent le 
rayon de coLirluire doit nous apparaître comme constant. Parie 
choix d(^ notre système de jauges, nous forejons rCini\ers à pos¬ 
séder une courbure constante. 

Si i'on se place au point de vue de la tliéorie généralisée, et si 
Ml (pi’oii (‘n\isage (‘omme ((courbure », cette courluire est 
constanl(*, non pas seulement dans le vide, mais partout. Si l'on 
conserve le point de vue de la tliéorie d’Einstein, en séparant le 
champ de gravitation et le champ électromagnétique, et appelant 
courhui'e le scalaire R qui ne fait pas interxenir les on doit 
dire que les élecU'ons correspondent à des déformations locales; 
r Univers aj)paraît comme déformé dans les régions où de la matière 
est présente, et c’est précisément cette déformation qui constitue 
la matière. L’électron devient une région de forte courluire bien 
que, avec le système de jauges naturel, *R ait la même valeur 
([ik; dans le vide, delà signifie cjue les qui font diflerer 

de R,j.^ doivent être considérables dans l’électron, ce 
(pii rcvienl à dire cpie h‘ champ électrique doit y être colossal. 

La matière cl lèélectricité, — Après avoir identifié l’Espace- 
Temps, il nous faut identifier la « substance »> ([u’il contient, c’est- 
à-dire trouver des tenseurs géométriques qui correspondent aux 
lensiairs physiques par lesquels nous représentons les grandeurs 
que nous révèle l'expérience. Ces tenseurs géométriques n’ont pas 
Ixxsoin d'être des tenseurs absolus, car l’étude expérimentale des 
|)]iénomènes suppose que nous utilisons le système de jauges 
naturel (aux faibles erreurs près dues à rambiguïté résultant de la 
nou-iiUégrabilité des longueurs ), et nous n’avons aucune raison de 
|)eascr que toutes les lois de notre science doivent se conserver 
dans un système de jauges arlutrairc. 
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Le lensear d'énergie et la loi de la gravitation. — Désignons 
par Tjj le lenseur total d’énergie; ce tenseur doit vérifier la loi de 
conservation exprimée par TL—o; il faut donc fideiitifier à un 
tenseur géométrique dont la divergence soit nulle, ici. il n’y a 
rien à changer à la théorie primitive, car la généralisation de 
\\ e?yl-Eddington nantroduit pas de nouveau tenseur à divergence 
nulle qui jiuisse être adopté (*), On a donc, comme dans la 
tliéorie d’Einstein, 

(4'2-i8) = 

avec 

\Ç= R' = H — 4X, 

est une constante qui n’est pas déterminée par la loi de conser¬ 
vai ion, mais qui est fixée par la condition que le tenseur dis¬ 
paraisse en fal^sence de matière et de chamj) éle(aromagnélic[u<‘, ce 
([ui donne dans le vide 

M IJ, - \ = 0 OU il |J,V — .A’ Î^.V “ * 

D’après (,')^-i8), la constante A est la même qu(i celle qui s'in¬ 
troduit dans la définition du système de jauges naturel et (pii est 

égale à 7 * R. 


Le champ (Hectroniagnéticjue. — Le tenseur Fjj,^ des forces 
électrique et magnétique (n*^ 97) doit satisfaire le premier groupe 
(i5-i5) des équations de Maxwell (généralisées) 


(43-i8) 


éF;j.v éFo-;j, 

éxr; f)xa éoc.f 


et ces équations deviennent des identités si est le rotationnel 
d’un vecteur. Nous voyons donc qu’il n’y a qu’un tenseur géomé¬ 
trique que nous puissions identifier (à un facteur constant prés) 
avec le tenseur des forces électriques et magnétiques: c’est celui 
que nous avons précisément désigné par dans la théorie géo- 


La (livcrj^enta 


4 R n'cîifl pas ideiUi({uet»ient iiulW.' 
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mélnqiic (oi-i8 ). Le \ectciir dont est le rotationnel, est 
le potentiel. 

C’est bien la seule identification possible, car si Ton identifiait 
le chaihp électromagnétique avec le rotationnel de X,j. (^^8 -ïS), le 
tenseur fondamental F,j^,^ ne présenterait plus aucun caractère 
justiiiant son existence ( • ). 

Le qiiadriçecteiu' courant éleclrique. — Le \ecteur densité 
de courant-densité de charge doit satisfaire à la loi expérimentale 
de conservation de l’électricité. Il faut donc que o; cette 

équation devient une identité si est la divergence d’un ten- 
s(‘ur symétrique gauclie contrex arianl ; nous sommes ainsi con¬ 
duits à identifier .1'^- a\(‘t‘ la divergence d<‘ Fi^'^ 

(44~i8) 

Ces équations représentent, comme nous l’avons vu précédem¬ 
ment, le second groupe des équations de Maxwell. 

Eddington a donc réussi à-trouver les tenseurs géométriques 



çj;. = i r’av= rot. de cpa,, cliv. de 


([Lil, dans notre science* expérimentale, se présentent à nous sous 
les aspects de tenseur d’impulsion et d’énergie, potentiel élecLro- 
magnéti([ue (potentiel ve<‘teur et potentiel sealali*e de la théorie 
ancienne), champ électromagnétique, courant électrique (densité 
de courant et densité de charge de la théoiie ancienne). 

Le problème de la matière, — Lorsque nous avons étudié le 
tenseur matériel, en supposant la matière continue, c’est-à-dire 
en l’envisageant sous l’aspect macroscopique, nous avons vu que 
le scalaire de ce tenseur représente la densité au repos. 

Nous avons monti'é, d’autre part, qu’il est impossible de cons¬ 
truire un électron et, par suite, de la matière à partir du champ 
électromagnétique s<ud, parce que le scalaire du tenseur d'énergie 


(‘) iNïiiis on n<‘ \(tii pas <t‘ <(iic i-<‘prés<Miln physi(juenicnl Ap.. 
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éleclromagnélique est nul; on savait d’ailleurs déjà que l’électron 
ne pouvait exister qu’en admettant des forces de cohésion non 
maxwelliennes (pression de Poincaré). Ce sont ces faits qui ont 
conduit Einstein à modifier la loi de la gravitation et à introduire 
le terme cosmologique —( lE 107 ). 

Admettons, pour un moment, la continuité dans la structure 
géométrique de F Univers, et partons de la loi de la gravitation, 
basée sur la conservation de Fimpulsion-énei'gie, 

(/p-iS) -zt;i= r;'_ i ,r _ a).) = r;i_ ^‘k), 

OÙ T,j. représente maintenant le tenseur total d’énergie; nous 
pouvons calculer le scalaire de ce tenseur; nous devrons consi¬ 
dérer ce scalaire comme représentant, eu chaque point, la densité 
au repos de la substance; nous aurons ainsi l’expression micros¬ 
copique de la densité au repos. 

D’après ( 20-1 (S), (^.'> 0 - 18 ), (di-iS). nous avons 


( 46 - 18 ) 


Nous 

(47-1^) 


* 1 »!J.V - -f- [J.v 

pouvons écrire 


— H'j.v -i- r 

-4- Sàv S [J. — 29^8 U.', - 

,, àou, oo.j , . 

C|j.v= -1-(symétrique gaiiclm). 

O, T y 


ihxv — ^ ti = B == it i 1, 


avec 

{ 4 6—18) fl p; = Oij/; - 4 - Ov [J. (s [XV )f3- H- [ s XV s ^[X 2 O 04 s j J 

(49--i^)- H = 2 9aÀ^]- 

On a alors les relations 
( 5o-"i 8 ) xT = — H = K — R* 


I identique à (2 i-i j), car dans le système de jauges naturel, * Pi est 
la valeur de R dans le vide), et, en tenant compte de B[j.v — 
(système naturel),. 


Cette formule, se rapportant au tenseur SJ..,, donne ïaspect 
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éLectvieille du lensear inipulsion-cnergie, par opposilioii avec 
( ) qui en donne raspccl ^Tavilationnel. 

D’après (ao-iS) nous avons, pour expression de la densité de 
« sn|jslanc(‘ » en clia([ii(^ point d’L'nivers, 



■/, 








Ha[){)elons qu(‘ 

La S(d)Slanee apparaîl ainsi eoinine une striu'ture d l nlvcrs 
(|n’nîi |Muit (“araetérisci* j)ar un sealain; roriiD' à jiarlir des tenseurs 
j^(M)nîèlri<|ues l’oudann'nlaux. (<>u Bjjv [nilscpie, dans ie syslèine 
<le jauj;('s naturel, 

Vvee la restricaion dv We^d, lljj,v et H jircnnenl une forme 
l)eaueou() [>his simple. Adnuittons que soit le pi'odiiit de gi,y 
par un. vecteur; |)(.)ur avoir 8?^. fad-nS), nous devons poser 

(53 I <S ) t'jj-VjO’ = — ~ A'iJ-v 9'7* 

Le (adeul des din’érents termes de IIij.v et de H donne 

d- Çv';.} “i "3 9^9^ — ” 9!''*’ 

*|\ — Il = >9a"^ :j'fa9^- 

il e.sl permis d<‘ se <l<miander si les f(.>rces de cohésion mysté¬ 
rieuses ( pressions de Loincaré) qui permettent l’ex.istence de 
réleetron ne seraient pas les qui, ajoutées aux composantes du 
champ de ^Ta\ilation constituent les forces, invariantes vis-à- 

vis de tout système de jauges, c’est-à-dire absolues^ * j j M ) 
( :>.d-i<S ). Toujours est-il (jue l’union du tenseur de gravitation ^qj.v 
et ciu tenseur « d’électricité» simplement, si Ton 

adima la restiiction de Weyl, runion du tenseur et du poten¬ 
tiel éh'ctromagnétique cpjj.) suffit pour déterminer H, c’est-à-dire 


l j t , J = 

( 5.1 1^) I 

1 ( = 


(') Il csl à r<.-inar(iufr que les consliUicuL uii Icnsriir, alors «lur 1es|3yj^ 
* I I iir sont pas les coinposaiilos d'un lensrui*. 
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pour rendre compte de l'existence des électrons et de la matière, 
alors que le champ de gravitation et les forces niaxvvelliennes Fjj^v 
ne suffisaient pas. « Le polentiel électromagnétique a en lui 
quelque chose de fondamental qui disparaît quand nous en pre¬ 
nons le rotationnel pour obtenir la force électromagnétique obser¬ 
vable )) (Eddington). 

Mais, dans le calcul qui vient d’étre fait, il y a une hypothèse 
i)ien douteuse : la structure est supposée continue. ISous ne 
[)ens()ns pas que ce soit exact, car rexpérience a révélé une loi de 
discontinuité étrange, la loi des quanta : on ne v<nt pas comment 
la faire intervenir dans la tliéorie ; elle est peut-être même tout à 
fait en deliors du domaine de la tliéorie de la relativité. Ou est la 
discontinuité? Intervient-elle dans la constitution de l’électron? 
Ce sont des questions auxquelles nous ne pouvons réjiondre 
aujourd'hui. Toujours (.‘St-il que les lois du continu ne doivent pas 
être applicables à l’électron. Peut-être eejiendaiit les considérai ions 
qui jirécèdent sur la densité de la substance coniiennenl-elles une 
part de véidtè en décrivant une structure moyenne dans un 
domaine de dimensions comparables aux dimensions (ju'on 
attribue à l’électron, et qui est pour nous un domaine extrème- 
moAil petit. 


CO N ( : L [ SIO N s G É N É K V IMS. 

La loi de la gravitation est maintenant connue : elle englobe 
toute la dynamique et bouleverse les anciennes conceptions. 
Jusqu’à la découverte d’Einstein, non seulement on ignorait la loi 
exacte, mais on était liieii loin de soupçonner la véritable nature 
du champ de gravitation : on est certain aujourd'hui que ce champ 
est la manifestation du caractère non euclidien de la structure 
géométrique de l'Univers. 

L’Univers est caractérisé, en chaque point-événement, par ses 
propriétés géométriques, liées à la présence ou au voisinage de la 
matière. L'espace n’est ni un vide amorphe, ni l’éther quasi 
matériel de l'ancienne physique, et il ne doit pas être infini. 

Ue temps (‘St l’aspect d’une des dimensions de la multiplicité 
quadridimensionnelle qui constitue FUnivers; il reste quelque 
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cliosr (ic nivslôi‘i(‘ux. S’il (îxisl<^ un svslcnu‘ cîe rélVvpcncn 

aïKjurl csi hr un « lonips (l'Liniveis {ibsolii » (liy|)()lh(AS(; 
(‘osinolooiq(j(‘ d bmslcniv ), oc Icinps absolu n’est jias en loiiîe 
n^n<‘îip eelni nous jxux'evons ei {jiie nous |)ouvons in(‘sup(‘r; 

j)our nous i! y a toujours, suivant la (‘oncejilioii de Minkowskl, 
union de 1 esjiai'.e r[ du lenij>s; la division de rUnlvers en « espace » 
(i en « tiunps » n’<xst possible qu’en cholslssanl eonvenabbnuont les 
(“oordonnéiîs, (H elle (‘sl reladve à robservateur. 

d ouU'Iois, l(‘s pliénonuVnes de la l\atur(‘ ont un earaetère absolu, 
pai‘ee <pi’ds sont délennlnés jiar di^s eoïneidences îdisoiiu's dans 
1 l3spa('(‘-Ti'inps, d(‘s interseelions de lignes (ri nlNiu's. 11 v a d<'s 
iN'ahles qu(‘ la si'uuiee. p(uil atteiiidr(‘ : elkîs s<‘ trailuisent par (b^s 
lois (jui s rxpnnnnil à ranb* d’éfpiations ml lansèijin^s, d<‘, relahons 
/e//.s'o/7e//e.s' où loul s\slènu‘ (bi e.oordonné(‘s a disjiarn. 

( !ep<‘iulanl, la llnbirii* di; la relati\ité ne lannonti' pas aux eausies 
proloiub's d<‘s plnuioniènes ; (die lu^ lail pas connaître; lanalur(; 
du subsiralmn univers(d. ( Tesl un(‘ (biscn ipllon (ui lanj^ajjiV; mal hé” 
malnpie, une mierprcdal ion i;('‘om(dri(jin; d(;s lois pb ysl(jues (;t 
niu' ma^ml!(|n(' synlbèse, (b‘ (‘es lois, (d’e.sl << la s(‘iene(; de la 
sl rue! lire cl non (;ell(‘ (b* la subslaïua; » ( Idldîn^ton). 

La nn''eani<jU(‘ el la pbysnjue sonl rannunb^s à la j^éonn'ùrie non 
eindidionne d(‘ l(ieniann, ou plus (;\a(‘l(;in(‘nl à la i;(';om(;l rii; plus 
î 4 <’*ni‘*rale eneori* d(‘ VVcn l-bbldinj^lon : e’esl là le f ond d(‘ la llM';orM‘. 
l)ans crlle i;('‘om('‘l rn*, on ,i;i t>np(; dans un « hmst'ur » (b‘s i^ran- 
(b‘urs mseparabb's les U n<“s (b‘s aul r<;s, (‘1 rannulation d’un |ens(*ur 
(»»ii 1 < -ahl(‘‘ de deux lens<;urs ) (‘xpnme uiu' j)roprnd('‘ inI rinsè(pu' 
de l { ni\ei‘s. Ln nn'uamnpn* (‘1 en pli\si(|U(‘, on lornu' (b‘s lenseiirs 
a\(*e (!(“>. i;randeurs <jue nous n’-vide nolri* sen;n<‘(‘ (‘xp('ri nnnilab; ; 
la ibéorii* d(‘ la ndaUNili'; ariirnu' (|u«‘ b;s tmisenrs nu;(‘,ani([ues et 
pliNsiepuss rondamenlaux doiveuit e'iri; ('‘^ab'es à e<‘rlains lenseurs de 
la ^éonnd i’i(* ^•i(;nlannienne. 

Les lens<‘urs m(;eani(pn‘s (*1 j>bysi(|u<;s sont (''<;aux à d(;s hmseuirs 
i^eonndriipies : eada n<* saui'alt <M.re mis <‘n doute;, mais eomment 
laul-ii (‘omprendre; e*<*s e';”alite;s ? S’aj^il-ll iVef/(faJions on s’a^il-il 
(rô7('////Ve'.s‘La loi delà j;ravilatlon, bxs lois de; reVle;(;lromai;n(';- 
li'^me sonl (dles des e<uidilions iinpos<b;s parla Nalure aux rida™ 
lions enlf(‘ la malien* <‘l TMsjjae'.e'-r<;mps, ou ne sonl-e;lb;s ejm* dess 
idenli(ie'alions de raspe'et pbysiejue e;! de; rasp(;(;t i^éomélriepie des 
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propriétés d'mic même eiillté? Si FEspace-Temps et la malière 
sont deux eutilés distinctes, les lois fondamentales sont des é(|ua- 
lions. Mais si nous admettons, avec M. Eddinglon, que les parti- 
ctdes qui, en dernière analyse, constituent la matièi'c ne sont 
autre chose qu'une singularité de la sLimcture géoméLric[ue dH ni- 
vers, la matière cesse d'étre une entité primordiale, les tenseui's 
mécaniques et physiques deviennent des tenseurs géométriques 
ras soas un aspect relatif à notre interprétation de la Natinr^ 
relatif à notre entendement. 

Admettons cette conception. Est-ce dire que la loi de la gra\i- 
tation, par exemple, est complètement subjective? Non pas, au 
fond, car il existe un théorème : « la divergence du tenseur 



est identiquement nulle a, qui est une propriété intrinsèque de 
la structure de l’L nivers, une vérité objective. Mais la loi de con¬ 
servation de rimpulsion-énergie et la loi de la gra\ itation sont des 
aspects subjectifs de cette véiâlé. L'iiomme a recherché ce qui, 
dans la Nature, se présente à ses yeux comme pcrmamuit ; il a 
trouvé les lois de conservation de la masse, de rénergic*, de la 
quantité do mouvement; par synthèses successives, il a ét('“ con¬ 
duit à identifier les grandeurs j>liysiques qifon peut groujier 
dans un tenseur, le tenseur Tji, a\ec les gi-andeurs qui tams- 
titueni le tenseur de courbure conservatif écrit plus haut : 
c’est la loi de la gravitation, d’où découle toute la dynamique. 
On ne peut pas prétendre cjue la Nature force rUnixers à se 
-courber dans les régions où il j a de la matière, et force la 
malière à suivre les lois delà dynamique, car c\\<it nous qui 
définissons la matière de façon que ces lois soient satis¬ 
faites; ce que nous avons appelé tenseur impulsion-énergie n’est 
pas autre chose qu’un tenseur d’Lnivers conservatif; notre loi de 
conservation, ainsi que noire loi de la gravitation ne sont, en 
somme, que des identités. 

Les généralisations successives (Weyl, Eddington) delà ihéorie 
d’Einstein n’enlèvent aucune rigueur à cette théorie; elles la com¬ 
plètent sans l’altérer. Ces généralisations établissent que le tenseur 
absolu est décomposable en deux tenseurs, Bjj.v et Fj^.v; dans 
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l(‘ svslc'üK! (1(^ jauj^^cs jialiiiM'l, ([ni (‘()n'(‘.s[)oii(I à la réallu'; de nos 
«►l>s(‘r\ alioiLs, esl j)r()j)()rlioimel à On peiil, dans la des- 
(‘l'ijjlion rl(jU(^ de l’I iii\ers, (‘onsidérer s{'‘|)ai‘('‘menl le 

lenseni' <>ii (ini d('‘(“.ril. 1<‘ ehain[) de gpaN'ilalIon, el le len- 
st'iir (|ni d('‘enl l(‘ clianij) (d(‘(‘troina^n(di(|ue : e’esl ce (jii’avaiL 
lail l^ansU'in; !’<( lnl(‘r\all(‘ a d l^ynisUdn <.‘sl ai)S()l.n, |)iils([U(‘ edesl 
1 iinarianl, absolu «'/•/‘v • ideuvr<‘ (rbymsudn l'esie donc 

inla(‘l(‘, ell<‘ n’esl nuIbninuil. alUdnU* j)ar rand)ii;iiïl('‘ (|ii(‘ rexLÎs- 
((‘iiee du (diauij) ('‘l<‘cl,i‘onia^'n(di<|U(‘ a)>j)orle dans la (‘omparaison 
des ion^ueiii's. 

L inh'i'èl (le la i^i'nn'n'alisal Ion est, (anisidt'n'able. l^nianl d(‘s pi*o- 
pi’i('‘l('‘s les plus i;(hi('‘i\d(;s (pn^ doil p()ss('‘(lei* un lJniv(‘i‘s (piadridi- 
mensioiuK.d, la i;(’a)m(d!‘i(‘ piir(‘ nous cnseiji,n<‘ d doit (‘xlsUn* 

d(Mi\ eal,('‘^o!'!(‘s de jiroprndiVs (|ui eonaespoinbnü, l’uin^ à la non- 
inh''j;i’abilil('* de la (lii*(;ellon, l'aulia* à la non-inl(‘i^rabilil(* de la 
lon^'inuir; il doil (ui r(esull(‘i‘, à nos \(‘uk, deux cal('‘i:,()i‘i(‘s dcî |)b('‘- 
nonn'iK's, (baix (duimps d(‘ foiHaî (1(‘ naluiX'S (liiréi*enl(‘s. I.ai cpia- 
drnple ind('*t('rininalion des (‘oordonnées doil (nUi'ainei* ([iialre 
lois d(‘ eons(‘i*val ion ; rin(l(’'l<‘nninalion du syshnne d(‘ jauges 
doil donner iiiu! ciinpii(';iu(‘ loi (l(î (‘ons(U‘valion. 

( l(‘sl l)i(‘ii ('(' (|n(‘ la ,iNalur(î nous r(*‘\<'‘l(‘. iN'ous (uninaissons (Jeux 
(dïaiu|)s d(‘ ('oi‘e.(‘ : b', eliainj) d(^ gravilali(ni el le (diaïuj) ('‘bu'l.roina- 
giud i([U(‘, La eonservalion d(‘ riinj)ulsion-(ni(U*gi(i s’(‘xpriine par 
([liail’e (‘([ualions, la (uiupiii'uni* loi esl. e(dl(‘d(‘ la ('onservalion (b^ 

1 <*b‘(i ririh'. 

(^)urlle (pi(‘ pui.ss(‘ ('lr(‘, dans rav(*.nir, Ib'Nolulion d(‘S iib'ies, 
riiniou de r(‘spîu*(‘ <‘l du huujis, rineii.ii^ (‘l. la picsanl(uii* dci 
r<*n(‘rgi(‘, la bu (b* la gra\dlalion, la d\nami(pi(^ delà relal in la 
eourbuiM^ d(‘ l’i nivers, b‘s lois g('‘morales (i(‘ Ib'deiOroinagiudisnie 
sonl (b‘s r<'sull,als, piacsipu* tous dus au g(dne (bl^insUMn, ([ui ncs- 
Ici'onl a<‘{piis à la Sei<‘ne(î. 

l.albeori(‘ a(‘lu(dl(‘ pourra ('lix! i*(‘loueli(M‘ ou pluU'il eompbd('*e, 
surloul (‘U ce (jui eoiuauMu: b,*s hy|)olh(xs(‘s (aKsnjoiogi([U(‘s (‘I la 
gc'uud’alisalion de la lb(}ori(‘(rban.sl(‘in. Mais (‘<‘fpdon [xuil allirnuu', 
e'rsi (pi’un ri‘lour en ai‘r!('‘r(‘, V(‘rs bcs i(b'‘es en(‘or(; (uiraeimuîs 
dans ouebiues «‘soril.s. (‘si uih» chose imoossihle. 



